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Нехай точка M(x,y,z) довільна точка площини, її радіус-вектор r  
змінюється так, що весь час 
е
Пр ОМ ОТ р= =r
uuuur
. Ця умова має місце 
лише для точок площини; воно не виконується, якщо точка М не 
лежить на площині. Отже, маємо властивість точок площини, яку 
запишемо у векторній формі: 
е
Пр ОМ r e р= ⋅ =r
uuuur r r
    (5.1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5.1 
 
Рівняння (5.1) висловлює умову, за якої точка Μ лежить на 
даній площині, і має назву нормального рівняння площини. Воно 
записано у векторній формі. Вектор r  має координати х, у, z. Вектор е  
своїми проекціями має косинуси кутів α, β, γ, які він утворює з 
координатними вісями Ох, Оу та Oz. Тобто, ( )z ;у ;хr =  i 
( )γβα cos ;cos ;cosе = . 
Скалярний добуток векторів r  і е  дає нормальне рівняння площини у 
координатній формі: 
0рcoszcosуcosх =−++ γβα .                        (5.2) 
Рівняння (5.2) - першого степеня відносно x, у, z, тобто всяка площина 
може бути подана рівнянням першого порядку відносно поточних 
координат. 
 
Зведення загального рівняння площини до нормального виду 
(5.2). Вище було доведено, що будь-яка площина може бути подана 
рівнянням першого порядку. Доведемо зворотне: будь-яке рівняння 
першого порядку (степеня) між трьома змінними визначає площину. 
Візьмемо рівняння першого степеня загального вигляду: 
 
Ах + Ву + Cz + D = 0,                                 (5.3) 
r  
T 
M(x,y,z) 
O 
е
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де 0СВА 222 ≠++ . Розглядатимемо А, В і С як проекції на вісі 
координат Ох, Оу і Oz деякого вектора N , а х. у, z як проекції радіус-
вектора r  точки Μ. Тоді рівняння (5.3) має вигляд 
0DNr =+⋅ ,                                                 (5.4) 
яке зводиться до (5.1), якщо останнє розділити на N
uur
. Тобто, 
матимемо: |N|/Nе =  і |N|/Dр −= , де 2 2 2N А В С= + +uur . 
Таким чином, рівняння (5.4) завжди може бути зведено через 
рівняння (5.1) до нормального вигляду (5.2). Але нормальне рівняння 
(5.2) завжди визначає площину. Отже, рівняння (5.4), відповідно, і 
початкове рівняння (5.3), визначає площину, що й треба було довести. 
З попереднього маємо спосіб перетворення загального рівняння 
(5.3) площини до рівняння (5.2) площини у нормальній формі: щоб 
привести загальне рівняння (5.3) першого степеня до нормального 
вигляду треба помножити його на: 
2 2 2М 1 / А В С 1 / N= ± + + = ± ,                                 (5.5) 
де знак множника належить брати протилежним знаку вільного члена 
D. Цей множник має назву нормуючого множника. 
Після множення на Μ рівняння (5.3) матиме вигляд: 
0МDМСzМВуМАх =+++  
і співпадає з (5.2), якщо: 
рМD  ;cosМС   ;cosМВ    ;cosМА −==== γβα . 
Звідси маємо формули для обчислення напрямних косинусів і числа р: 
cos A / |N|α = uur ; cos В / |N|β = uur ; cos С / |N|γ = uur ; р D / |N|− = uur               (5.6) 
З останнього маємо: 1coscoscos 222 =++ γβα .                               (5.7) 
Приклад. Рівняння площини 3z2у2х =+−  перетворити до 
нормального вигляду. 
Розв'язок. Обчислимо нормуючий множник  
( ) ( ) ( ) 3/19/1221/1М 222 ==+−++= . 
Помножимо на нього дане рівняння. Маємо: 
( ) ( ) ( )1 / 3 х 2 / 3 у 2 / 3 z 1 0× − + − = . 
Для даної площини: cosα = 1/3; cosβ = –2/3; cosγ = 2/3; p = 1. 
 
Дослідження загального рівняння площини. Подивимось, які 
часткові положення відносно системи координат Охуz займає площина 
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Ах + Ву + Cz + D = 0, 
якщо деякі коефіцієнти цього рівняння дорівнюють нулю: 
а) D = 0. Ах + Bу + Cz = 0 - площина, яка проходить через 
початок координат; 
б) А = 0, або В =0, або C = 0. Тобто коефіцієнт біля однієї з 
змінних дорівнює нулю. Наприклад, А = 0. Ву +Cz +D = 0. Це 
площина, яка паралельна вісі Ох. У другому і третьому випадках 
маємо площини, які паралельні вісям Оу і Oz відповідно; 
в) D = 0; А = 0, або В = 0, або C = 0. Тобто, коефіцієнти біля 
однієї з змінних та вільний член дорівнюють нулю. Наприклад, А = 0 і    
D = 0. Ву + Cz = 0. Це площина, яка містить вісь Ох. У другому і 
третьому випадках маємо площини, які містять вісі Оу і Oz відповідно; 
г) коефіцієнти біля двох змінних дорівнюють нулю. Наприклад, 
А = 0 і B = 0. Маємо Сz + D = 0. Це рівняння площини, яка паралельна 
координатній площині xOy. Якщо А = 0 і С = 0, або В = 0 і С = 0 
будемо мати площини, які паралельні координатним площинам xOz і 
уОz відповідно; 
д) коефіцієнти біля двох змінних і вільний член дорівнюють 
нулю. Наприклад, А = 0, В =0 і D = 0. Маємо Cz = 0. ≠С  0, тоді z = 0 - 
рівняння координатної площини уОх. Якщо А = 0, С = 0 i D = 0 або    В 
= 0, C = 0 і D = 0, матимемо відповідно рівняння координатних 
площин xOz і yOz. 
Рівняння площини у відрізках. Розглянемо площину  
Ах + Ву + Cz + D = 0, яка перетинає всі три координатні вісі. З 
попереднього відомо, що у цьому випадку жоден з коефіцієнтів не 
дорівнює нулю. Позначимо через а, b і с довжини відрізків, які відсікає 
площина на вісях координат (рис.5.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                Q(0;b;0) 
 
 
 
 
 
Рис. 5.2 
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Оскільки точка Р(а; 0; 0) лежить на площині, то її координати 
задовольняють рівнянню площини А·а + D = 0, або А = –D/а. 
Аналогічно координати точки Q(0;b;0) задовольняють рівнянню 
площини, тобто В·b + D = 0, або B = –D/b. Нарешті, координати точки 
R(0; 0; c) задовольняють рівнянню площини, тобто  C c+D = 0, або С = 
= –D/с. 
Запишемо обчислені коефіцієнти у загальне рівняння площини: 
–(D/a)x – (D/b)y – (D/c)z + D = 0. 
Скоротивши це рівняння на –D ≠ 0, знайдемо: 
х/а + у/b + z/c –1 = 0, або х/а + у/b + z/c = 1.                   (5.8) 
Останнє рівняння має назву рівняння площини у відрізках. 
Приклад. Рівняння площини 3x–4y+z–5 = 0 записати у відрізках. 
Розв'язання. Нехай у = 0 і z = 0. Тоді: 3х – 5 =0, або х = 5/3; 
тобто а = 5/3. Аналогічно, покладемо x = z = 0, знайдемо величину b:  
–4у – 5=0,  звідси у = –5/4; тобто b = –5/4.  Нарешті, покладемо х = 0 і  у = 0, 
маємо z – 5 = 0, відкіля z = 5; тобто с = 5.  
Шукане рівняння матиме вигляд: х/(5/3) + у/(–5/4) + z/5 = 1. 
Рівняння площини, яка проходить через дану точку. Нехай треба 
знайти рівняння площини, яка проходить через точку M1(x1;y1;z1). 
Візьмемо шукане рівняння у вигляді 
Ах + Ву + Cz + D = 0. 
Шукана площина проходить через точку M1(x1;y1;z1), тому координати 
цієї точки повинні задовольняти цьому рівнянню. Тобто маємо умову: 
Ах1 + Ву1 + Сz1 +D = 0. 
Віднімемо цю тотожність з попереднього рівняння, маємо шукане 
рівняння: 
А(x – х1) + В·(у – у1) + C(z – z1) = 0.                                 (5.9) 
Рівняння площини, яка проходить через три дані точки. Нехай 
маємо три точки: M1(x1; y1; z1); M2(x2; y2; z2) і M3(x3; y3; z3). З 
попереднього розділу відомо, щo рівняння площини, яка проходить 
через дану точку М1, має вигляд (5.9). Щоб знайти рівняння шуканої 
площини, необхідно припустити, щоб рівняння (5.9) задовольнялось 
координатами двох інших точок: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2 1
3 1 3 1 3 1
A x x B y y C z z 0
A x x B y y C z z 0
− + − + − = 

− + − + − = 
              (5.10) 
Об'єднавши (5.9) і (5.10) у систему трьох рівнянь а трьома 
невідомими А, В і С, бачимо, що це однорідна система. З теорії 
рішення таких систем відомо, що вона має ненульове рішення, якщо її 
визначник дорівнює нулю. Тобто, 
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0
zzуухх
zzуухх
zzуухх
131313
121212
111
=
−−−
−−−
−−−
.                       (5.11) 
Розкривши визначник по елементах першого рядка, маємо 
шукане рівняння. 
Приклад. Скласти рівняння площини, яке проходить через точки 
М1(1;2;3), М2(–1;0;0) і М3(3;0;1). 
Розв'язок. Запишемо визначник (5.11) з відомими координатами 
точок: 
0
312013
302011
3z2у1х
=
−−−
−−−−
−−−
. 
Звідси: 0
22
22)3z(
22
32)2у(
22
32)1х( =
−
−−
−+
−
−−
−−
−−
−−
− ; 
0)44)(3z()64)(2у()64)(1х( =+−++−−−− ; 
024z820у102х2 =−++−+− . 
Після скорочення на –2 шукане рівняння матиме вигляд: 
х + 5у – 4z + 1 = 0. 
Кут між двома площинами. Маємо рівняння двох площин: 
А1х + В1у + С1z + D1 = 0  i   А2х + В2у + C2z + D2 = 0. 
Кутом між двома площинами будемо називати один з двох 
суміжних двогранних кутів, утворених цими площинами (якщо вони 
паралельні, то кут беремо рівним 0 або pi ). Позначимо вибраний кут 
через ϕ . Кожна з площин має нормальний вектор, це: 
)С ,В ,А(N 1111 =  і )С ,В ,А(N 2222 = . Кут між площинами є той же кут  
ϕ  між векторами 1N  і 2N , які перпендикулярні до відповідної 
площини. Таким чином, згадавши скалярний добуток векторів, маємо: 
)СВАСВА/()ССВВАА(cos 222222212121212121 ++⋅++++=ϕ .       (5.12) 
Умова перпендикулярності двох площин: 
0ССВВАА 212121 =++ .                                  (5.13) 
Останнє можливо коли 2/piϕ = , тому що 0)2/cos( =pi . 
Умова паралельності двох площин: 
212121 С/СВ/ВА/А ==                                   (5.14) 
має місце коли 21 NN λ= . Тобто, якщо 0≠λ , то 
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21 АА λ= , 21 ВВ λ=  і 21 СС λ= . Звідси маємо (5.14).  
Приклад. Знайти косинус кута між площинами: 
х + у – z = 1 і 2x+y – 2z+3 = 0. 
Розв'язання. Скористаємося формулою (5.12): 
=−++⋅−++⋅+⋅+⋅= ))2(12)1(11/()211121(cos 222222ϕ  
9/)35()33/(5)93/(5 === . 
 
Точка перетину трьох площин. Щоб знайти координати точки 
перетину трьох площин, які дані своїми рівняннями: 





=+++
=+++
=+++
,0DzСуВхА
,0DzСуВхА
,0DzСуВхА
3333
2222
1111
              (5.15) 
треба розв'язати ці рівняння разом відносно х, у і z, тому що 
координати точки перетину повинні одночасно задовольняти всім 
трьом рівнянням площин. Методи її розв’язування з прикладами 
розглянуті вище. 
Взаємне розташування трьох площин у просторі. Три площини 
можуть перетинатись; дві площини можуть бути паралельні (або 
співпадати), а третя площина їх перетинає; три площини можуть бути 
паралельні (або співпадати). 
Відстань від точки до площини. Нехай рівняння площини 
зведено до нормального виду 0рcoszcosуcosx =−++ γβα  і точка 
М(х1; у1; z1) не належить до цієї площини (рис. 5.3). Треба знайти 
відстань d точки Μ від даної площини δ , тобто узяти з належним 
знаком довжину перпендикуляра МК, де Κ ∈  δ . 
Проведемо через початок координат вісь l  перпендикулярно до 
площини і встановимо на ній додатний напрям від О до Т ( δ∈Т ). 
Розглянемо ламану ΟΡΝΜΚТΟ і знайдемо її проекцію на вісь l . Вісь 
l  має напрям, який співпадає з напрямом нормального вектора до 
даної площини, тобто )cos ,cos ,(cosN γβα= . 
Кожна частина ламаної має відповідну проекцію на вісь l : 
1Пр ОР х cosα=l ; 1Пр Р у cosΝ β=l ;  1Пр NM z cosγ=l ; 
Пр МК d= −
l
; Пр КТ 0=
l
; Пр ТО р= −
l
, тому що вісь l  утворює 
кути α, β і γ, з координатними вісями Ох, Оу і Оz відповідно. Оскільки 
ламана замкнена, то її проекція на будь-яку вісь дорівнює нулю.  
Маємо: 0рdcoszcosуcosx 111 =−−++ γβα .                    (5.16) 
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Таким чином, щоб знайти відстань точки від площини, треба 
загальне рівняння площини привести до нормального вигляду а потім 
замість поточних координат підставити значення координат даної 
точки. Від знайденого числа треба взяти абсолютну величину. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5.3 
 
Приклад. Знайти відстань від точки N(1; 2; 3) до площини  
2х – 2у + z = 3. 
Рішення. Обчислимо нормуючий множник: 
3/19/11)2(2/1М 222 ==+−+= . 
Запишемо рівняння площини у нормальній формі: 
(2/3)х – (2/3)у + (1/3)z – 1 = 0. 
Обчислимо відстань: 
2/3|2/3||131/322/312/3|d =−=−⋅+⋅−⋅= . 
Під знаком модуля маємо від'ємну величину. Це означає, що 
точка N і початок координат лежать по один бік від даної площини. 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 20 
Пряма лінія у просторі. Рівняння прямої. Положення прямої 
лінії у просторі буде цілком визначеним, якщо задамо на прямій 
визначену точку М0(а;b;с) за допомогою її радіуса-вектора r  і вектора 
S
ur
, | S | 0≠ur , якому пряма паралельна (рис. 5.4). 
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Рис. 5.4 
 
Нехай точка M(x;y;z) поточна точка прямої. Вона має радіус-
вектор r . За правилом паралелограма маємо: 
ММОМОМ 00 += . 
Оскільки вектор ММ0  паралельний вектору S , то: 
tSММ0 ⋅= , де Rt ∈ . Отже, маємо векторне рівняння прямої: 
tSrr 0 +=  .                                              (5.17) 
Перепишемо це рівняння у координатній формі. Для цього 
запишемо вектори у координатах: 
)z;у;х(r = ;  )с;b;а(r0 = ;  )р;n;m(S = . 
Рівність (5.17) має місце, якщо: 
mtах += ;  ntbу += ;  рtсz += .                             (5.18) 
Тобто, коли t змінюється, точка М(х;у;z) рухається по даній прямій. 
Рівняння (5.18) має назву параметричних рівнянь прямої лінії. 
Якщо з рівнянь (5.18) вилучити параметр t, матимемо канонічні 
рівняння прямої лінії: 
р/)сz(n/)bу(m/)ах( −=−=− .                              (5.19) 
Подивимось, чи можна визначити cosα, cosβ і cosγ , коли відомі 
т, n і р. Очевидно, маємо: |S|еS = , 
де )cos;cos;(cosе γβα= . Перепишемо останню рівність у проекціях: 
|S|cosm α= ,  |S|cosn β= ,  |S|cosр γ= ,                       (5.20) 
тобто m, n і р пропорційні напрямним косинусам прямої лінії, причому 
множником пропорційності є довжина вектора 222 рnm|S| ++= . 
М0 
М
 
0
 
 
r  
r0 
 
S 
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Таким чином, з рівностей (5.20), маємо: 
|S|/mcos =α ; |S|/ncos =β ;  |S|/рcos =γ .                    (5.21) 
Рівність нулю однієї з проекцій вектора S  означає 
перпендикулярність прямої до відповідної вісі. Наприклад, m = 0. 
Пряма перпендикулярна вісі Ох. 
Пряма як лінія перетину двох площин. Загальні рівняння 
прямої. Нехай у канонічних рівняннях прямої (5.19) коефіцієнт 0р ≠ , 
тобто пряма не паралельна площині хОу. Запишемо ці рівняння 
окремо: 
р/)сz(n/)bу(    ;р/)сz(m/)ах( −=−−=− .              (5.22) 
Кожне з цих рівнянь визначає площину, притому перша 
паралельна вісі Оу, а друга - вісі Ох. 
Таким чином, визначаючи пряму лінію рівняннями вигляду 
(5.22), розглядаємо її як перетин двох площин, що проектують цю 
пряму на координатні площини xОz і yОz. Аналогічні вирази можемо 
зробити, коли 0m ≠ , або 0n ≠ . 
Але визначити пряму зовсім не обов'язково саме такою парою 
площин тому, що через кожну пряму проходить безліч площин. Будь-
які дві з них, що перетинаються, визначають її у просторі. Отже, 
рівняння будь-яких двох таких площин, розглянутих сумісно, 
визначають рівняння цієї прямої. 
Взагалі будь-які дві не паралельні між собою площини з 
загальними рівняннями 



=+++
=+++
0DzСуВхА
,0DzСуВхА
2222
1111
                                   (5.23) 
визначають пряму їх перетину. 
Рівняння (5.23), які розглядають сумісно, звуть загальними 
рівняннями прямої. 
Від загальних рівнянь прямої (5.23) можна перейти до її 
канонічних рівнянь (5.19). Для цього треба мати будь-яку точку на 
прямій та її напрямний вектор. 
Приклад. Привести до канонічного вигляду рівняння прямої: 
{2х 3у z 5 0− + − = ,   }3х у 2z 4 0− − − = . 
Розв'язання. Перший спосіб. Знайдемо точку на прямій. Нехай, 
наприклад, z = 1. Тоді 
{2х 3у 4 0− − = ,   }3х у 6 0+ − = . 
Розв'язуючи цю систему рівнянь, маємо: х = 2, у = 0. таким 
чином, знайшли точку (2; 0; 1). 
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Обчисливши векторний добуток нормальних векторів 
)1;3;2(N1 −=  і )2;1;3(N1 −= , даних площин, матимемо напрямний 
вектор S  прямої: 
k11j7 і5
213
132
kj і
NNS 21 ++=
−
−=⋅= . 
Таким чином, канонічні рівняння прямої мають вигляд: 
11/)1z(7/у5/)2х( −==− . 
Другий спосіб. Розглянемо систему 



=−−+
=−+−
.04z2у   х3
,05z   у3х2
 
Тут два рівняння і три змінні. Перепишемо систему таким 
чином: 



+=+
+−=−
.4z2 у   х3
,5zу3х2
       011
13
32
2 ≠=
−
=∆  
Розв'яжемо її відносно х і у. Маємо: 
11/)17z5(х += ;   11/)7z7(у −=  . 
Кожне з цих рівнянь розв'яжемо відносно z; 
5/)17х11(z −= ; 7/)7у11(z += . Звідси  
11/z7/)11/7у(5/)11/17х( =+=− . Це канонічні рівняння тієї 
ж самої прямої, але з іншою точкою. 
 
Кут між двома прямими. Кутом між прямими у просторі будемо 
називати будь-який з кутів, утворених двома прямими, які проведено 
через довільну точку паралельно даним. При цьому домовимось брати 
кут у межі від О до π, якщо нема додаткових вказівок. Нехай маємо 
канонічні рівняння двох прямих ліній: 
111111 р/)сz(n/)bу(m/)ах( −=−=− ; 
222222 р/)сz(n/)bу(m/)ах( −=−=− . 
Очевидно, що за кут φ між ними можна взяти кут між їх 
напрямними векторами )р;n;m(S 1111 =  і )р;n;m(S 2222 = , або кут, 
який додає його до π. За формулами з векторної алгебри маємо: 
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2cos ( m m n n p p ) /( m n p m n p ).ϕ = + + + + ⋅ + +       (5.24) 
У формулі (5.24) можна брати як "+" так і "–", що відповідає 
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вибору одного з двох різних кутів між даними прямими. 
Приклад. Знайти кут між прямими  
1/)3z()4/(у1/)1х( +=−=−  і )1/(z)2/()2у(2/х −=−+= . 
Розв'язання. Запишемо напрямні вектори: 
kj4 іS1 +−= ;  kj2 і2S 2 −−= . 
Підставимо відповідні значення проекцій цих векторів у рів-
няння (5.24), маємо: 
2 2 2cos (1 2 ( 4 ) ( 2 ) 1 ( 1)) / 1 ( 4 ) 1 /ϕ = ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − + − +  
2 2 22 ( 2 ) ( 1) 9 / 18 / 9 2 / 2.+ − + − = = ±  
Звідки / 4ϕ pi=  або 3 / 4ϕ pi= . 
Умови паралельності і перпендикулярності двох прямих. 
Оскільки напрям прямої визначається напрямним вектором 
)р;n;m(S = , а дві прямі паралельні, то їх напрямні вектори 
пропорційні. Тобто, 21 SkS = .  Звідси маємо умову їх паралельності: 
212121 p/pn/nm/m == .                                     (5.25) 
У випадку перпендикулярності двох прямих 0cos =ϕ . З 
формули (5.24) маємо умову їх перпендикулярності: 
0ppnnmm 212121 =++ .                                       (5.26) 
 
Рівняння прямої, яка проходить через дві дані точки. Нехай 
треба знайти рівняння прямої, яка проходить через точки М1(х1, у1, ,z1) і 
М2(x2, y2 ,z2). Будемо шукати ці рівняння у канонічній формі. 
Для рішення задачі достатньо знати координати однієї з точок, 
яка лежить на цій прямій, і напрямний вектор. За таку точку можна 
взяти будь-яку з двох даних. Візьмемо, наприклад, М1(х1, у1, ,z1). За 
напрямний вектор прямої приймемо вектор 21ММ . Проекціями його 
на координатні вісі будуть: )хх( 12 − , )уу( 12 −  і )zz( 12 − . 
Шукані рівняння прямої матимуть вигляд: 
)хх( 1− / )хх( 12 − = )уу( 1− / )уу( 12 − = )zz( 1− / )zz( 12 − .     (5.27) 
Приклад. Скласти рівняння прямої лінії, яка проходить через 
точки М1(1, 2, –1) і М2(2, –1, 1). 
Розв'язання. Скористуємося рівняннями (5.27): 
)1х( − / )12( − = )2у( − / )21( −− = )1z( + / )11( +  або 
( х 1) / 1 ( у 2 ) /( 3 ) ( z 1) / 2− = − − = + . 
Кут між прямою та площиною. Умови їх паралельності і 
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перпендикулярності. Нехай є рівняння прямої лінії 
р/)cz(n/)bу(m/)ах( −=−=−  і рівняння площини  Ах + Ву + Сz + 
D = 0. 
Кутом ϕ  між прямою та площиною будемо називати будь-який 
з двох суміжних кутів, утворених прямою і її проекцією на площину. 
Знайдемо синус кута ϕ . Вважаємо, що 2/piϕ ≤ , оскільки синуси 
суміжних кутів рівні. Кут )2/( ϕpi −  буде, як видно з рис.5.5, кутом 
між вектором S  прямої (а) і перпендикуляром N  до площини (α).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5.5 
 
Його косинус знайдемо через коефіцієнти А, В, С нормального 
вектора N  площини і коефіцієнти т, n і р напрямного вектора S  
прямої. Зауважимо, що ϕϕpi sin)2/(сos =− , маємо: 
)рnmСВА/(|СрBnАm|sin 222222 ++⋅++++=ϕ .          (5.28) 
Чисельник дробу має абсолютне значення тому, що 0sin ≥ϕ . Умова 
паралельності прямої і площини 0sin =ϕ : 
   Ат + Вп + Ср = 0.                                     (5.29) 
Умова перпендикулярності прямої і площини маємо з рівняння 
SkN = :    А/т = В/п = С/р.                                          (5.30) 
Приклад. Знайти кут між площиною х – у + z – 1 = 0 і прямою  
(х –1)/(–1) = (у +1)/1 = z/1. 
Розв'язок. Скористаємося формулою (5.28): 
2 2 2 2 2 2sin |1 ( 1) ( 1) 1 1 1|/( 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1 )ϕ = ⋅ − + − ⋅ + ⋅ + − + ⋅ − + + =  
3/1)33/(1 =⋅= ;   019,5ϕ ≈ . 
Точка перетину прямої і площини. Нехай маємо рівняння прямої 
α 
a 
M 
 
N 
 
S 
φ 
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лінії у канонічній формі і рівняння площини у загальній формі. Треба 
знайти координати точки їх перетину. Припустимо, що пряма не 
належить до площини, або вони не паралельні. 
Переведемо канонічні рівняння прямої до рівнянь прямої у 
параметричній формі (5.18): mtах += ; ntbу += ;  рtcz += .                               
Підставимо ці вирази у рівняння площини замість поточних 
координат, маємо: А(а + mt) + B(b + nt) + С(с + pt ) + D = 0. 
Звідки: t = (Aa + Bb + Cc + D)/(Am + Bn + Cp).                     (5.31) 
Якщо занести обчислене значення t у рівняння (5.18), матимемо 
координати шуканої точки перетину прямої та площини. Рівняння 
(5.31) дає умови належності прямої до площини: 
Ат + Вn + Ср = 0   і   Аа + Вb + Сс + D = 0.              (5.32) 
Приклад. Знайти точку перетину прямої 
( х 2 ) / 2 ( у 2 ) / 1 ( z 3 ) /( 2 )− = − = − −  і площини х 2у z 3 0+ − − = . 
Розв'язання. ( х 2 ) / 2 ( у 2 ) / 1 ( z 3 ) /( 2 ) t− = − = − − = ; 
х 2 2t− = ;  t2у =− ;  t23z −=− . 
Параметричні рівняння прямої: 
х 2t 2= + ; 2tу += ;  3t2z +−= . 
Обчислимо параметр t: 
( )1 2t 2 2 ( t 2 ) ( 2t 3 ) 3 0⋅ + + ⋅ + − − + − = . 
6t 6 6 0+ − = ;   0t = . 
Шукана точка має координати: 
х = 2; у = 2; z = 3. 
 
 
ТЕМА 6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 
ЛЕКЦІЯ № 21 
Невизначений інтеграл. Раніше ми розглядали таку задачу: 
дано функцію F(x); треба знайти її похідну, тобто функцію f(x) = F'(x). 
Тепер будемо розглядати обернену задачу: дана функція f(x); треба 
знайти таку функцію F(x), похідна якої дорівнює f(x); тобто F'(x) = f(x). 
Визначення. Функція F(x) зветься первісною для функції f(x) на 
відрізку [а,b], якщо в усіх точках цього відрізку виконується рівність 
F'(x) = f(x). 
Приклад. Знайти первісну для функції f(х) = х2.  
Розв'язання.  3 визначення первісної прямує, що функція  
F(х) = 1/3х3 є первісна, тому що (1/3х3)' = х2. Але і F(x) = 1/3х2 + С теж 
є первісна, де С - стала величина. З цього приводу маємо теорему. 
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Теорема. Якщо F1(x) і F2(x) - дві первісні для функції f(x) на 
відрізку [a,b], то різниця між ними дорівнює сталій величині. 
Доведення. За визначенням первісної, маємо 
F1(x) = f(х) і F2(x) = f(х)  
для будь-якого b][a,х∈ . Позначимо )х()х(F)х(F 21 ϕ=− . 
Візьмемо похідну від обох частин 
)х()х(F)х(F 21 ϕ ′=′−′  або )х()х(f)х(f ϕ ′=−  або 0)х( =′ϕ , 
при будь-якому значенні b][a,х∈ . Але з останньої тотожності прямує, 
що С)х( =ϕ  (стала величина). 
Визначення. Якщо функція F(х) є первісною для f(x), то вираз 
F(x) + С звуть невизначеним інтегралом і позначають символом 
∫ dx)х(f . Таким чином:  С)х(Fdx)х(f +=∫ .    (6.1) 
При цьому функцію f(x) звуть підінтегральною функцією,   
f(x)dx - підінтегральним виразом, ∫  - знаком інтеграла. 
Знаходження множини всіх первісних функцій для f(x) є 
інтегруванням цієї функції. 
З (6.1) прямує: 
- похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній 
функції: )х(f)С)х(F()dx)х(f( =′+=′∫ . 
- диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює 
підінтегральному виразу: dx)х(f)dx)х(f(d =∫ . 
- невизначений інтеграл від диференціала деякої функції дорівнює 
цій функції плюс довільна стала: С)х(F)х(dF +=∫ . 
Таблиця інтегралів. На основі таблиці похідних від 
елементарних функцій можна скласти таблицю невизначених 
інтегралів: 
- 
1
u du  u /( 1) С , 1α α α α+= + + ≠ −∫ ;   
- du / u  ln | u | С= +∫ ; 
- 
u u
а du  а / lna С= +∫ ;           
- 
u u
е du  е С= +∫ ; 
- Сucosudusin +−=∫ ;          
- Сusinuducos +=∫ ; 
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- С)a/u(arctg а/1)uа/(du 22 +∫ =+ ; 
- 
2 2du /( а u ) 1 /( 2а )ln | ( u a ) /( u a )| С− = + − +∫ ; 
- С)a/uarcsin()uа/(du 22 +∫ =− ; 
- 
2 2 2 2du /( u а ) ln | u u а | С± = + ± +∫ ; 
- Сtguucos/du 2 +=∫ ;    
- Сctguusin/du 2 +−=∫ ; 
- du / sinu ln|tg( u / 2 )| С= +∫ ;   
- du / cos u ln|tg( u / 2 / 4 ) | Сpi= + +∫ ; 
- Сchushudu +=∫ ;    
- Сshuсhudu +=∫ ; 
- Сthuuch/du 2 +=∫ ; 
- Ссthuush/du 2 +−=∫ . 
Відзначимо, що в таблиці буква u може позначати як незалежну 
змінну, так і неперервну диференційовану функцію )х(u ϕ= .  
Властивості невизначеного інтеграла: 
- невизначений інтеграл від алгебраїчної суми двох (і будь-якого 
скінченого числа) функцій дорівнює алгебраїчній сумі їх інтегралів: 
∫ ∫∫ +=+ dx)х(fdx)х(fdx))х(f)х(f( 2121 . 
- сталий множник можна виносити за знак інтеграла: 
∫∫ = dx)х(fаdx)х(аf . 
- якщо функція F(x) є первісною функції f(x), то: 
 
С)bах(аF/1dx)bах(f ++=+∫ . 
Усі ці рівності доводяться диференціюванням.  
Інтегрування за допомогою таблиці. 
Приклад. ∫ +∫ ∫ −=+− хdx3sin3dxх2dx)х5x3sin3х2( 33  
=+++=∫+ С)2/3/(х53/)x3cos3(х4/2dxх5 2/342/1
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.С3/х10x3cos2/х 2/34 +++=  
Приклад. ∫ =+++ dx)6)-sin(2хx7cos)3х/(1(  
∫ ∫∫ =+++= dx)6-sin(2хxdx7cos)3х/(dx  
ln | х 3 | 1 / 7 sin7x 1 / 2 cos( 2х 6 ) С.= + + − − +  
Інтегрування методом заміни змінної. Нехай треба обчислити 
інтеграл ∫ dx)х(f , але безпосередньо підібрати первісну не можна, 
хоча відомо, що вона існує. 
Зробимо заміну змінної у підінтегральному виразі, поклавши 
)t(х ϕ= , де )t(ϕ  - неперервна функція з неперервною похідною, яка 
має обернену функцію. Тоді dt)t())t((fdx)х(f ∫ ′=∫ ϕϕ . 
Тут маємо на увазі, що після інтегрування у правій частині 
рівності замість t буде підставлено його вираз через х: )х(t 1−= ϕ . Цей 
метод грунтується на властивості інваріантності диференціала, тобто 
∫=∫ dt)t(gdx)х(f , звівши тим самим обчислення даного інтеграла до 
обчислення інтеграла ∫ dt)t(g . Якщо цей інтеграл обчислено: 
∫ += С)t(Gdt)t(g , то, повернувшись до вихідної змінної х, дістанемо 
С))х((Gdx)х(f 1 += −∫ ϕ . 
Приклад. dx)ха( 2/322∫ −− . 
Розв'язання. Нехай х = a sint; тоді dx = a cost dt.  
=∫ −=∫ −
−− tdtcosа)tsinаа(dx)ха( 2/32222/322  
Ctgtа/1tcos/dtа/1tdtcosа|)tcos|tcosа( 222123 +=∫=∫= − ,  
якщо cost > 0. Повернемось до змінної х: )а/хarcsin(t = , тоді 
222 ха/х))а/х(arcsin(sin1/)а/х(sin(arcsintcos/tsintgt −=−== . 
Таким чином, C)хаa/(xdx)ха( 2222/322 +−=∫ − − . 
Приклад. ∫ xdxcosxsin . 
Зробимо підстановку t = sinx; тоді dt = cosx dx і, отже,  
Cxsin3/2Ct3/2dttdttxdxcosxsin 2/32/32/1 +=+=== ∫∫∫ . 
Приклад. 3ln xdx / x∫ .  
Зробимо підстановку t = lпх; тоді dt = dx/x, отже 
3 3 4 4ln xdx / x t dt 1 / 4t C 1 / 4ln x C= = + = +∫ ∫ . 
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Інтеграли від функцій, які мають квадратний многочлен. 
Розглянемо інтеграл: ∫ ++= )cbxax/(dxI 21 .  
Перетворимо многочлен, який стоїть у знаменнику, до суми або 
різниці квадратів:        =−++=++ ))a4/(bc()a2/bx(acbxax 222  
22 k)a2/bx((a ±+= , де )a4/(ba/ck 222 −=± . Знак "+" або "–" 
береться залежно від знака виразу, який записано праворуч. 
Отже: ∫∫ ±+=++= )k)a2/bx/((dxa/1)cbxax/(dxI 2221 .  
Зробимо заміну змінної ta2/bx =+ ; dtdx =  і  
∫ ±= )kt/(dta/1I 221 . Це табличні інтеграли.  
Приклад. ∫ ++ )8x4x/(dx 2 . 
Розв'язання. ∫∫ =+++=++ )44x4x/(dx)8x4x/(dx 22  
.)2)2x/((dx 222∫ ++=  
Робимо заміну змінної х + 2 = t, dx = dt. Маємо 
∫ +=+ C)2/t(arctg)2/1()2t/(dt 22 . 
Повернувшись до змінної х, остаточно знаходимо  
C)2/)2x((arctg)2/1()8x4x/(dx 2 ++=++∫ . 
Розглянемо інтеграл:  ∫ +++= )cbxax/(dx)BAx(I 22 . 
Зробимо тотожні перетворення в чисельнику: 
2I ∫ ++−++= )cbxax/(dx))a2/(AbB()a2/()bax2(A( 2 . 
Останній інтеграл перепишемо у вигляді двох інтегралів. Сталі 
множники винесемо за знак інтегралів, матимемо: 
∫ ++++= )cbxax/(dx)bax2()a2/(AI 22  
.)cbxax/(dx))a2/(AbB( 2∫ ++−+  
Другий інтеграл є інтеграл I1, який розглянуто вище. У першому 
інтегралі зробимо заміну змінної:  
tcbxax2 =++ ;  dtdx)bax2( =+ .  Отже, 
2 2( 2ax b )dx /( ax bx c ) dt / t ln | t | C ln | ax bx c | C+ + + = = + = + + +∫ ∫ . 
Остаточно: 22 1I A /( 2a )ln | ax bx c | ( B Ab /( 2a ))I= + + + − . 
Приклад. ∫ −−+ )3x2x/(dx)3x( 2 . 
Розв'язання. За вказаним методом: =−−+∫ )3x2x/(dx)3x( 2  
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=−−⋅++−= ∫ )3x2x/(dx))22/13()2x2(2/1( 2  
=−−+−−−= ∫∫ )3x2x/(dx4)3x2x/(dx)2x2(2/1 22  
2 2 21 / 2ln | x 2x 3 | 4 dx /(( x 1) 4 ) 1 / 2ln | x 2x 3 |= − − + − − = − − +∫  
ln | ( x 3 ) /( x 1)| C+ − + + . 
Розглянемо інтеграл: 2зІ dx / ax bx c= + +∫ .  
За допомогою перетворень квадратного тричлена, розглянутих вище, 
цей інтеграл зводиться, в залежності від знаку а, до табличних 
інтегралів вигляду: 
∫ ±
22 kt/dt , коли а > 0;  ∫ −  tk/dt
22
, коли а < 0. 
Розглянемо інтеграл: 24I ( Ax B )dx / ax bx c= + + +∫ .  
За допомогою перетворень квадратного тричлена, розглянутих вище, 
даний інтеграл дорівнює сумі двох інтегралів: 
++++=+++ ∫∫ cbxax/dx)bax2()a2/(Acbxax/dx)BAx( 22  
∫ ++−+ cbxax/dx))a2/(AbB( 2 . 
Застосувавши до першого інтеграла підстановку tcbxax2 =++ , 
dtdx)bax2( =+ , маємо  
Ccbxax2Ct2t/dtcbxax/dx)bax2( 22 +++=+==+++ ∫∫ . 
Другий інтеграл типу зІ  розглянуто вище. 
Приклад. ∫ +++ 10x4x/dx)3x5( 2 . 
Розв'язання. =+++∫ 10x4x/dx)3x5( 2  
=++−++= ∫ 10x4x/dx))103()4x2(2/5( 2  
=++−+++= ∫ ∫ 6)2x(/dx710x4x/dx)4x2(2/5 22  
2 25 x 4x 10 7ln | x 2 x 4x 10 | C= + + − + + + + + . 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 22 
Метод інтегрування частинами. Нехай u (х) і υ (x) - дві 
неперервні функції, які мають неперервні похідні. Візьмемо 
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диференціал добутку цих функцій: d( u ) du udυ υ υ= + , 
а тепер проінтегруємо: d( u ) du udυ υ υ= +∫ ∫ ∫ ,  але d( u ) u Cυ υ= +∫ . 
Маємо формулу інтегрування частинами: ud u duυ υ υ= −∫ ∫ . 
Приклад. ∫ xdxcosx . 
Розв'язання. Тут: х = и; cosxdx = dυ ; cos xdx sin xυ = =∫ .  
Отже, Cxcosxsinxxdxsinxsinxdxcosx ++=−= ∫∫ . 
Іноді цей метод необхідно застосовувати декілька разів. 
Приклад. ∫ xdxsinx
2
. 
Розв'язання. Тут: 2xu = ; d sin xdxυ = ; xdx2du = , cos xυ = − .  
Інтегруємо частинами: ∫∫ +−= xdxcosx2xcosxxdxsinx
22
. 
Застосувавши до інтеграла, який стоїть праворуч, іще раз 
формулу інтегрування частинами, остаточно дістанемо: 
Cxcos2xsinx2xcosxxdxsinx 22 +++−=∫ . 
Деякі інтеграли, які обчислюють методом інтегрування 
частинами: 
m
x ln xdxα∫ ,  ∫ bxdxsinx
k
,  ∫ bxdxcosx
k
,  ∫ bxdxcose
xα
, 
∫ dxex
xk α
,  ∫ bxdxsine
xα
, 
де k, m - натуральні; a, b - будь-які дійсні числа. 
 
Інтегрування раціональних алгебраїчних дробів. 
Алгебраїчний дріб: відношення двох многочленів, які не мають 
спільних коренів. 
Якщо степінь чисельника нижче степені знаменника, то дріб 
зветься правильною, якщо навпаки - дріб неправильна. 
Будь-який неправильний раціональний алгебраїчний дріб 
Р(х)/Q(х) можна зобразити у вигляді 
)x(Q/)x(R)x(G)x(Q/)x(P += , 
де R(x)/Q(x) - правильний дріб, а G(x) - многочлен, який звуть 
цілою частиною раціонального алгебраїчного дробу. 
Ця операція має назву вилучення цілої частини неправильного 
алгебраїчного дробу. 
Приклад. Раціональний алгебраїчний дріб )1x/(x3 +  може бути 
записаний у вигляді цілої частини і правильного алгебраїчного дробу: 
=+−+=+ )1x/()11x()1x/(x 33  
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=+−++−+= )1x/(1)1x/()1xx)(1x( 2  
)1x/(11xx2 +−+−= . 
Корені многочлена. Далі треба поновити набуте у школі вміння 
розкладати многочлен на множники. Якщо число с - корінь 
многочлена Р(х), то він ділиться на лінійний двочлен х – с, тобто 
Р(х) = (х – с)Q(х), де Q(x) - многочлен степеня n–1. 
Основна теорема алгебри: будь-який многочлен п-го степеня 
має точно n - коренів. 
Серед цих коренів можуть бути як дійсні так і комплексні числа. 
Якщо многочлен ділиться не тільки на лінійний двучлен х – с, а й на 
вищий степінь, тобто на многочлен вигляду (х – с)k, де k N∈ , то число 
с звуть коренем кратності k. Якщо k = 1, то число с називається 
простим коренем многочлена. 
Якщо комплексне число βα ic +=  є коренем многочлена з 
дійсними коефіцієнтами, то й число βα ic −= , комплексно спряжене з 
числом с, буде коренем даного многочлена. 
З властивості спряженості комплексних коренів многочлена з 
дійсними коефіцієнтами випливає, що коли він непарного степеня, то 
має хоча б один дійсний корінь. 
Отже, будь-який многочлен з дійсними коефіцієнтами можна 
записати, і причому у єдиний спосіб (з точністю до порядку 
співмножників), у вигляді добутку свого старшого коефіцієнта, 
кількох лінійних многочленів вигляду (х – с), які відповідають його 
дійсним кореням, і квадратних многочленів х2 + рх + q, що 
відповідають парам спряжених комплексних коренів. 
Многочлени типу (х – с) і (х2 + рх + q) звуть незвідними много-
членами у множині дійсних чисел. 
Приклад. Розкласти многочлен 2x3x2x2x)x(P 235 +−+−=  на 
множники. 
Розв'язання. За теоремою Вієта добуток коренів многочлена 
такого типу дорівнює вільному члену. Тобто, 2xxxxx 54321 = . Переві-
ремо числа 2 ,1 ±± .  5 3 2P(1) 1 2 1 2 1 3 1 2= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + =  
1 2 2 3 2 0= − + − + =  
Отже, число х = 1 є корінь. 
026816322)2(3)2(2)2(2)2()2(P 235 =++++−=+−−−+−−−=−  
Отже, число х = –2 є корінь. Розділимо Р(х) на добуток: 
2xx)2x)(1x( 2 −+=+− . 
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Маємо: 
0    0     0                         
2xx
2xx
                    
x2xx
2x3x
                
x2xx
2x3x2x
      
1xxx         x2xx
       2xx|2x3x2x2x
2
2
23
3
234
24
23345
2235
+−−
+−−
−
−+
+−
−
++−
+−+−
−
−+−−+
−++−+−
−
 
Ρ(х) = Q(x)S(x), де 2xx)x(S 2 −+= ; ( ) 3 2Q x x x x 1= − + − . Корені 
многочлена Q( x )  знаходимо аналогічно. Q(1) = 1–1+1–1= 0. Отже, 
число x = 1 є корінь і многочлен 3 2Q( x ) x x x 1= − + − =  
2( x 1)( x 1)= − + . Остаточно, 2 2P( x ) ( x 2 )( x 1) ( x 1)= + − + . 
Найпростіші раціональні дроби. Визначення. Правильні 
раціональні дроби вигляду: 
a) A/(x – a),   б) А/(х – а)k , (k ≥ 2), 
в) (Ax+B)/(x2 + px + q), (p2/4 – q < 0), 
г) (Ax+B)/(x2 + px + q)k, (k ≥ 2, p2/4 – q < 0)  
мають назву найпростіших.  
Розкладання раціонального дробу на найпростіші за методом 
невизначених коефіцієнтів. Розглянемо його на прикладі. Розкласти на 
суму найпростіших дробів правильний дріб Q(x)/P(x), де 
4 3 2Q( x ) 2x 10x 7x 4x 3= − + + + ;  5 3 2Р( x ) x 2x 2x 3x 2= − + − + . 
Розв'язання. Многочлен Р(x) було розкладено на множники 
вище: 2 2Р( x ) ( x 2 )( x 1) ( x 1)= + − + . 
Шукане розкладання дробу матиме вигляд 
2 2Q( x ) / P( x ) A /( x 2 ) B /( x 1) C /( x 1) ( Dx E ) /( x 1)= + + − + − + + + , 
де А, В, С, D і Е невизначені коефіцієнти. Зводячи останню суму до 
спільного знаменника, з умови рівності дробів, дістаємо рівність: 
2 2Q( x ) A( x 1) ( x 1)= − + +  
2 2B( x 2 )( x 1) C( x 2 )( x 1)( x 1)+ + + + + − + + 2( Dx E )( x 2 )( x 1)+ + − . 
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Два многочлени вважають рівними, якщо рівні їхні коефіцієнти 
при однакових степенях змінної х. 
Зрівнявши коефіцієнти многочленна, який стоїть праворуч, з 
коефіцієнтами многочленна, які стоять ліворуч, при однакових 
степенях невідомих останній рівності, дістанемо систему п'яти 
лінійних рівнянь з п'ятьма невідомими: 









+−+=
−+++−=
−−+=
+++−=−
++=
.E2C2B2A3   |x
;E3D2CBA24   |x
;D3CB2A27   |x
;ECBA210   |x
;DCA2   |x
0
1
2
3
4
 
Ця система має єдиний розв'язок. Знаходимо його методом 
алгебраїчного додавання. Маємо: А = 3, В = 1, С = –2, D = 1, Ε = –3. 
Отже, шуканий розклад має вигляд: · 
2 2Q( x ) / P( x ) 3 /( x 2 ) 1 /( x 1) 2 /( x 1) ( x 3 ) /( x 1)= + + − + − + − + . 
Інтегрування раціональних дробів. Розглянемо інтегрування 
найпростіших раціональних дробів: 
Adx /( x a ) Aln | x a | C− = − +∫ ; 
C)1k/()ax(Adx)ax(A)ax/(Adx 1kkk ++−−=−=− +−−∫∫ ; тут 2k ≥ ; 
2 2( Ax B )dx /( x px q ) ( A / 2 )ln | x px q |+ + + = + + +∫  
C)pq4/)px2((arctg)pq4/()ApB2( 22 +−+−−+ . Останній інтеграл 
розглянуто у попередньому розділі.   
Нехай треба обчислити інтеграл від раціонального дробу: 
Q( x )dx / P( x )∫ . Якщо дріб неправильний, то його представимо у 
вигляді суми цілої частини і правильного раціонального дробу. 
Останній дріб розкладаємо на суму найпростіших дробів. З 
попереднього відомо, що тип найпростіших дробів визначається 
коренями знаменника . 
Приклад. Знайти інтеграл від раціонального дробу, який вище 
розклали на найпростіші: 
4 3 2 5 3 2 dx( 2х 10х 7х 4х 3 )dx /( x 2x 2x 3x 2 ) 3
x 2
∫ − + + + − + − + = ∫ +
+
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2 2
dx dx x 32 dx 3ln( x 2 ) 1 /( x 1) 2ln( x 1)
x 1( x 1) x 1
−
+ ∫ + ∫ + ∫ = + − − + − +
−
− +
 
21 ln( x 1) 3arctgx С
2
+ + − + . 
Розглянутий приклад охоплює три види найпростіших дробів; 
випадок, коли у знаменнику є кратні комплексні корені, розглядати не 
будемо. 
Отже, інтеграл від будь-якої раціональної функції може бути 
визначений через елементарні функції у скінченому вигляді. 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 23 
Інтегрування деяких ірраціональних функцій. Не від усякої 
ірраціональної функції інтеграл має вираз через елементарні функції. 
Тут розглянемо ті ірраціональні функції, інтеграли від яких за 
допомогою підстановок зводяться до інтегралів від раціональних 
функцій і, отже, інтегруються. 
Розглянемо інтеграл ∫ dx)x,...,x,x(R s/rn/m , де R - раціональна 
функція вказаних аргументів. Нехай k - загальний знаменник дробів 
m/п, ... ,r/s. Зробимо підстановку: ktx = , dtktdx 1k −= . Тоді кожний 
дрібний степінь х матиме вираз через цілу степінь t і, отже, 
підінтегральна функція перетвориться у раціональну функцію від t. 
Після інтегрування за змінною t повертаємось до змінної х: k xt = . 
Приклад. )1x/(dxx 4/32/1 +∫ . 
Загальний знаменник дробів 1/2 і 3/4 є 4. Робимо підстановку 
4tx = ;  dtt4dx 3= .  1 / 2 3 / 4x dx /( x 1)+ =∫  
2 3 3 5 34 ( t t dt ) /( t 1 ) 4 t dt /( t 1 )= + = + =∫ ∫  
∫ =+∫ −∫ =+−= )1t/(dtt4dtt4dt))1t/(tt(4 322322  
3 3 3 / 4 3/44t / 3 4 / 3ln | t 1| C 4 / 3( x ln|x 1|) C= − + + = − + + . 
Розглянемо інтеграл  
∫ ++++ dx)))dcx/()bax((,...,))dcx/()bax((,x(R s/rn/m . 
Інтеграл зводиться до інтеграла від раціональної функції за допомогою 
підстановки: kt)dcx/()bax( =++ , де k - загальний знаменник дробів 
m/n, ..., r/s. Після інтегрування за змінною t повертаємось до змінної х. 
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Приклад. ))3x(2x/(dx)3x( 2/12/1 +++∫ .  
Робимо заміну: 2t3x =+ ; 3tx 2 −= ; tdt2dx = . 
=+−=+++ ∫∫ )t23t/(tdt2t))3x(2x/(dx)3x( 22/12/1  
∫∫∫ =+−−−=−+= ))3t)(1t/((dt)6t4(dt2)3t2t/(dtt2 22  
∫ ∫ =+−−+= )3t/(dt2/9)1t/(dt2/1t2  
2t 1 / 2ln | t 1| 9 / 2ln | t 3 | C= + − − + + =  
2 x 3 1 / 2ln | x 3 1| 9 / 2ln | x 3 3 | C= + + + − − + + + . 
Розглянемо інтеграл 2І R( x, ax bx c )dx= + +∫ , де 0a ≠ .  
Цей інтеграл може бути перетворено до інтеграла від 
раціональної функції за допомогою тригонометричних підстановок. 
Інтеграли від тригонометричних функцій розглянуті нижче. 
Перетворимо ))a4/(bc())a2/(bx(acbxax 222 −++=++ . 
Зробимо заміну змінної, поклавши:  x + b/(2a) = t; dx = dt.  Тоді: 
))a4/(bc(atcbxax 222 −+=++ . Розглянемо можливі випадки: 
1)  0  а > , 0)a4/(bc 2 >− . Позначимо 2ma = , 22 n)a4/(bc =− .   
Тоді 2222 ntmcbxax +=++ ;  
2) 0  а > , 0)a4/(bc 2 <− . Позначимо 2ma = , 22 n)a4/(bc −=− .  Тоді 
2222 ntmcbxax −=++ ; 
3) 0  а < , 0)a4/(bc 2 >− . Позначимо 2ma −= , 22 n)a4/(bc =− .  Тоді 
tmncbxax 222 −=++ .  
Отже, 2І R( x, ax bx c )dx= + +∫  перетворюється до одного з 
інтегралів:  
∫ + dt)ntm,t(R 222 ; ∫ − dt)ntm,t(R 222 ; ∫ − dt)tmn,t(R 222 . 
Очевидно, що перший інтеграл зводиться до інтеграла від 
тригонометричних функцій за допомогою підстановки tgu m/nt = . 
Другий – )ucosm/(nt =  або )usinm/(nt = , третій – usinm/nt = .  
Приклад. ∫ −
2/322 )xa/(dx . Це інтеграл третього типу.  
Робимо заміну: usinax = ;  2 2 3 / 2dx a cos udu dx /( a x )= = − =∫  
2 2 2 3 / 2
a cos udu /( a a sin u )= −∫ 3 3 2 2a cos udu /( a cos u ) 1 / a du /(cos u )= =∫ ∫  
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2 2 2 2 1 / 21 / a tgu C 1 / a sinu / cos u C 1 / a sinu /(1 sin u ) C+ = + = − +  
2 2 2x /( a a x ) C= − + . 
Тут )a/xarcsin(u = . Відомо, αα =)sin(arcsin . 
Інтегрування деяких класів тригонометричних функцій. 
Розглянемо інтеграл ∫ dx)xcos,x(sinR . Покажемо, що цей інтеграл за 
допомогою «універсальної» підстановки tg(x/2) = t завжди зводиться 
до інтеграла від раціональної функції.  
Виконаємо необхідні перетворення: 
2 2sin x 2tg( x / 2 ) /(1 tg ( x / 2 )) 2t /(1 t )= + = + ; 
2 2 2 2cos x (1 tg ( x / 2 )) /(1 tg ( x / 2 )) (1 t ) /( 1 t )= − + = − +  і arctgt2x = , 
тобто )t1/(dt2dx 2+= .  
Отже, sinx, cosx і dx мають раціональні вирази відносно t.  
∫ dx)xcos,x(sinR  = )t1/(dt2))t1/()t1(),t1/(t2(R 2222 ++−+∫ . 
Приклад. ∫ xsin/dx . 
∫ xsin/dx  = 
2 2( 2dt /(1 t )) /( 2t /( 1 t )) dt / t+ + = =∫ ∫  
ln | t | C ln | tg( x / 2 )| C= + = + . 
Поряд з "універсальною" підстановкою є і інші підстановки, які 
у деяких випадках дають значно простіші раціональні вирази і тим 
самим швидше ведуть до цілі: 
∫ xdxcos)x(sinR , підстановка txsin = , dtxdxcos =  зводить цей 
інтеграл до ∫ dt)t(R ; 
∫ xdxsin)x(cosR  підстановка cosx = t, –sinxdx = dt зводить цей 
інтеграл до ∫− dt)t(R ; 
∫ dx)tgx(R , підстановка tgх = t, x = arctgt, dx = dt/(1+t2), зводить 
цей інтеграл до ∫ + )t1/(dt)t(R 2 ; 
dx)xcos,x(sinR k2k2∫ , )Nk( ∈  підстановка tgx = t, зводить цей 
інтеграл до ∫ dt)t(R  тому що )t1/(dtdx 2+= , 
)t1/(t)xtg1/(xtgxsin 22222 +=+= ,  )t1/(1)xtg1/(1xcos 222 +=+= . 
Розглянемо: ∫ xdxcosxsin
nm
, де т і n - цілі числа. Тут можливі 
таки випадки:  n або т непарне, але обидва – додатні. Нехай п = 2р+1, 
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тоді == ∫∫
+ xdxcosxcosxsinxdxcosxsin p2m1p2m  
m 2 p
sin x(1 sin x ) cos xdx−∫ . 
Зробимо заміну: sinx = t, cosxdx = dt. Отже, маємо інтеграл від 
раціональної функції ∫∫ −= dt)t1(txdxcosxsin p2mnm . 
т і п парні додатні числа. Використаємо формули зниження 
степені тригонометричних функцій: 2/)x2cos1(xsin2 −= , 
2/)x2cos1(xcos2 += . Отже, m nsin x cos xdx =∫  
p q p q2 (1 cos 2x ) (1 cos 2x ) dx− −= − +∫ , де т = 2р і n = 2q. Після 
піднесення до степеней р, q і множення многочленів, матимо cos2x як у 
парних, так і непарних степенях. Члени з непарними степенями 
інтегруються, як указано вище. Члени з парними степенями знову 
перетворюємо за формулами пониження степені. Продовжуючи цей 
процес, дійдемо до інтегралів від сталих величин і функцій coskx, які 
легко інтегруються; 
m i n парні, але одне з чисел від'ємне. Робимо заміну tgx = t, або 
ctgx = t і отримаємо інтеграл відносно змінної t.  
Розглянемо: ∫ nxdxcosmxcos , ∫ nxdxcosmxsin ,  ∫ nxdxsinmxsin . 
Тут треба скористатися формулами заміни добутка на суму (різницю) 
тригонометричних функцій: 
2/)x)nmcos(x)nm(cos(nxcosmxcos −++= , 
2/)x)nmsin(x)nm(sin(nxcosmxsin −++= , 
2/)x)nmcos(x)nm(cos(nxsinmxsin +−−= . 
Нижче розглянуті відповідні приклади. 
Приклад. ∫ =+∫ =+ )xcos1/(xdxsinxsin)xcos1/(xdxsin 23  
∫∫ =−=+−= xdxsin)xcos1()xcos1/(xdxsin)xcos1( 2  
∫ +−=+−=−= Cxcos2/)x(cosCt2/tdt)1t( 22 . 
Зроблено заміну: cosx = t, –sinxdx = dt. 
Приклад. 2 2 2 2dx /( 2 sin x ) dt /(1 t )( 2 t /(1 t ))− = + − + =∫ ∫  
2dt /( 2 t )= + =∫ 1 / 2arctg( t / 2 ) C 1 / 2arctg(( tgx ) / 2 ) C+ = + . 
Зроблено заміну: tgx = t;  dx = dt/(1+t2). 
Приклад. ∫ ∫ == xsin/xdxcosxcosxsin/xdxcos
4243
 
=−=−=−= ∫∫∫∫
244242 t/dtt/dtt/dt)t1(xsin/dxxcos)xsin1(  
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Cxsin/1)xsin3/(1Ct/1)t3/(1 33 ++−=++−= . 
Зроблено заміну: sinx = t;  cosxdx = dt. 
Приклад. 4 2sin xdx 1 / 4 (1 cos 2x ) dx= − =∫ ∫  
21 / 4 (1 2cos 2x cos 2x )dx 1 / 4( x sin 2x ) 1 / 8 (1 cos 4x )dx )= − + = − + + =∫ ∫∫
1 / 4( 3 / 2x sin 2x 1 / 8 sin4x ) C= − + + . 
Тут зроблено подвоєння аргументу. 
Приклад. ∫ =+=∫ xcos/dx)xcosx(sinxsinxcos/xdxsin 6222262  
=++=+= ∫ ∫ )t1/(dt)t1(tdx)xtg1(xtg 2222222  
.Cxtg5/1xtg3/1C5/t3/tdt)t1(t 535322 ++=++=+= ∫  
Зроблено заміну: tgx = t;  dx = dt/(1+t2). 
Приклад. =∫ −=∫ dx)x8cosx2(cos2/1xdx3sinx5sin  
.Cx8sin16/1x2sin4/1 +−=  
Скористались формулою заміни добутку на різницю 
тригонометричних функцій. 
Зауваження. Не кожна первісна, навіть тоді, коли вона існує, має 
вираз через елементарні функції у скінченому вигляді. Наприклад: 
2exp( x )dx∫ − - інтеграл Пуассона; ∫ xln/dx  – інтегральний логарифм; 
∫ x/xdxcos - інтегральний косинус; ∫ x/xdxsin - інтегральний синус 
та інші. 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 24 
Визначений інтеграл. Могутнім засобом досліджень у 
математиці, фізиці, механіці та інших дисциплінах є визначений 
інтеграл - одне з головних понять математичного аналізу. За 
допомогою визначеного інтеграла обчислюються площини, які 
обмежені кривими; довжини дуг; об'єми тіл; робота; швидкість; 
довжина шляху; моменти інерції і ін.  
Обчислення площі криволінійної трапеції. Нехай на відрізку [a;b] 
задано неперервну функцію  у = f(x) (рис. 6.1). Позначимо через т і Μ її 
найменше і найбільше значення на цьому відрізку. Розіб'ємо відрізок [а;b] 
на n частин точками ділення а = х0, bx ,x  ..., ,x,x n1n21 =− , такими, що 
n210 x ... xxx <<<<  і покладемо 101 xxx ∆=− , 2 1 2x x x , ...,∆− =  
n n 1 n x x x∆−− = . Позначимо, далі, найменше та найбільше значення 
функції f(x) на відрізку [x0, x1] через m1 і М1, на відрізку [х1, х2] через m2 і 
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М2,…, на відрізку ]x,x[ n1n−  через mn і Мn.  
Складемо суми: ∑
=
=+++=
n
1i
iinn2211n xmxm...xmxmS ∆∆∆∆ ; 
      ∑
=
=+++=
n
1i
iinn2211n xMxM...xMxMS ∆∆∆∆ .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.1 
 
Суму 
n
S  звуть нижньою інтегральною сумою, а суму nS  - 
верхньою інтегральною сумою. 
Якщо f(x) ≥ 0, то нижня інтегральна сума чисельно дорівнює 
площині уписаної ступінчастої фігури АС0Ν1C1N2…Сn–1NnBA, 
обмеженої уписаною ламаною, верхня інтегральна сума чиcельно 
дорівнює площині описуваної ступінчастої фігури АK0С1K1…CnBA, 
обмеженої описуваною ламаною. 
Відзначимо деякі властивості верхньої та нижньої інтегральних сум: 
- оскільки ii Mm ≤  для будь-якого n,1i = , то nn SS ≤  (знак 
рівності можливий тільки в разі f(х) = const.); 
- оскільки mm1 ≥ , mm,...,mm n2 ≥≥ , де т - найменше значення 
f(х) на [а;b], то )ab(mS
n
−≥ ;     
- оскільки MM1 ≤ , MM,...,MM n2 ≤≤ , де M - найбільше 
значення f(x) на [а;b], то )ab(MS n −≤ .      
Об'єднавши ці нерівності, маємо: )ab(MSS)ab(m nn −≤≤≤− .  
Якщо f(x) ≥ 0, то остання нерівність має простий геометричний 
зміст. Так m(b – а) і М(b – а) відповідні площі уписаного і описуваного 
прямокутників ΑС0Β0Β і АА0СnВ. 
  y      A0                         Kn–1  Cn 
  0   x0=a  x1  x2       …     xn–1 xn=b   x 
A
 B 
 m    m1 M1 
C0 B0 
 K0  C1   M 
K1   C2 
Cn–1 K2 Nn 
y=f(x)
 
N1 N2 
С3 
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Продовжимо розгляд попереднього. У кожному з відрізків [х0, 
х1], [х1, х2], ... [хn–1, хn], візьмемо точку, яку позначимо n21 ,...,  , ξξξ  
(рис. 6.2) і обчислимо значення функції )(f 1ξ , )(f),...,(f n2 ξξ .  
 
 
 
Рис. 6.2 
 
Складемо суму : 
∑
=
=+++=
n
1i
iinn2211n x)(fx)(f...x)(fx)(fS ∆ξ∆ξ∆ξ∆ξ .   
Ця сума зветься інтегральною сумою для функції f(x) на відрізку [а;b].  
Оскільки при довільному iξ , яке належить відрізку ]x,x[ i1i− , 
буде iii M)(fm ≤≤ ξ  і всі 0xi >∆ , то iiiiii xMx)(fxm ∆∆ξ∆ ≤≤ . 
Отже, ∑∑∑
===
≤≤
n
1i
ii
n
1i
ii
n
1i
ii xMx)(fxm ∆∆ξ∆ ,  або nnn SSS ≤≤ . 
    
Геометричний зміст останньої нерівності при f(х) ≥ 0 є у тому, 
що фігура, площа якої дорівнює Sп, обмежена ламаною, яка міститься 
між уписаною і описуваною ламаними. 
Сума Sп залежить від того, як поділено відрізок [а;b] на відрізки 
]x,x[ i1i−  і від того, як узято точку iξ  у цьому відрізку. 
Позначимо через ix∆  найбільшу з довжин відрізків [х0, х1],     
[х1, х2],...,[хn–1, хn]. Розглянемо будь-яке ділення відрізка [a,b] на 
відрізки [хі–1, хі], де ,і 1 n= , такі, що 0xmax i →∆ . Очевидно, що при 
цьому число n у діленні прямує до нескінченності. Для кожного 
ділення, взявши відповідні значення iξ , можна скласти інтегральну 
суму 
  0  x0=a  ξ1  x1 ξ2  x2   … xn–1 xn=b       x 
A
 
ξn 
C
 
B2 
B1 Cn–1 
y=f(x)
 
C1 
B 
A1 
A2 
Bn–1 An 
y 
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∑=
=
∗
n
1i
iin x)(fS ∆ξ .    (6.1) 
Розглянемо деяку послідовність ділення відрізка [а,b], у якій 
0xmax i →∆ , при цьому ∞→n  і у кожному діленні беремо відповідні 
iξ . Припустимо, що ця впорядкована послідовність інтегральних сум 
*
nS  прямує до деякої границі: 
i i
n
*
n i i
n n i 1
max x 0 max x 0
lim S lim f ( ) x S
∆ ∆
ξ ∆
→∞ →∞
=→ →
= =∑ .   
Визначений інтеграл. Якщо при будь-яких діленнях відрізка 
[а,b] таких, що 0xmax i →∆ , і при будь-якому виборі точок iξ  на 
відрізках [хi–1, хi]  інтегральна сума (6.1) прямує до однієї і тієї ж 
границі S, то ця границя зветься визначеним інтегралом від функції f(x) 
на відрізку [a;b] і позначається: ∫
b
a
dx)x(f .    (6.2) 
Таким чином: 
i
n
i i
n i 1
max x 0
S lim f ( ) x
∆
ξ ∆
→∞
=→
= =∑ ∫
b
a
dx)x(f .    
Числа а і b відповідно є нижня і верхня границі інтегралу, функція f(х) 
є підінтегральною функцією, f(x)dx - підінтегральним виразом, [а,b] є 
відрізок інтегрування, х - зміна інтегрування. 
Отже, якщо для функції f(x) границя S існує, то функція є 
інтегрованою на відрізку [а,b]. 
Зауважимо, що нижня і верхня інтегральні суми є окремі випадки 
інтегральної суми (6.1), тому, якщо f(х) інтегрована, то нижня і верхня 
інтегральні суми прямують до тієї ж границі S, і тому можемо 
записати: =∑
=
→
∞→
n
1i
ii
 0ixmax
n
xmlim ∆
∆
∫
b
a
dx)x(f ; =∑
=
→
∞→
n
1i
ii
0ixmax
n
xMlim ∆
∆
b
a
f ( x )dx∫ . 
Якщо побудувати графік підінтегральної функції у = f(х), то у 
разі f(x) ≥ 0 визначений інтеграл (6.2) буде чисельно дорівнювати 
площині криволінійної трапеції, обмеженої вказаною кривою, 
прямими х = а, х = b і віссю Ох. 
Зауваження:  
- визначений інтеграл не залежить від змінної інтегрування 
∫==∫=∫
b
a
b
a
b
a
dz)z(f...dt)t(fdx)x(f ; 
- зміна місцями границь інтегрування змінює знак визначеного 
інтегралу на протилежний 
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∫−=∫
a
b
b
a
dx)x(fdx)x(f ; 
- якщо a = b то для будь-якої функції f(x) має місце 
0dx)x(f
a
а
=∫ ; 
- безпосереднє обчислення визначеного інтеграла як границі 
інтегральної суми зв'язано з великими труднощами. Тому далі буде 
подано метод, відкритий Ньютоном і Лейбніцем, який використовує 
глибокий зв'язок, існуючий між інтегруванням і диференціюванням. 
Основні властивості визначеного інтеграла: 
- сталий множник можна виносити за знак визначеного 
інтегралу:  
∫=∫
b
a
b
a
dx)x(fAdx)x(Af ,  де A = const; 
- визначений інтеграл від алгебраїчної суми декількох функцій 
дорівнює алгебраїчній сумі інтегралів від цих функцій. Так, у разі двох 
функцій:  
∫ ∫+=∫ +
b
a
b
a
21
b
a
21 dx)x(fdx)x(fdx))x(f)x(f( ; 
- якщо на відрізку [а,b], де а < b, функції f(x) i φ(x) 
задовольняють нерівності )x()x(f ϕ≤ , то ∫≤∫
b
a
b
a
dx)x(dx)x(f ϕ . 
Доведення. Розглянемо різницю 
.x))(f)((limdx))x(f)x((dx)x(fdx)x( n
1i
iii
n
0ixmax
b
a
b
a
b
a
∑ −=∫ −=∫−∫
=
∞→
→
∆ξξϕϕϕ
∆
 
Тут кожна різниця 0)(f)( ii ≥− ξξϕ , 0xi >∆ . Отже, кожен член 
суми додатний, додатна уся сума і додатна її границя, тобто 
0dx))x(f)x((
b
a
≥∫ −ϕ , відкіля 
0dx)x(fdx)x(
b
a
b
a
≥∫ ∫−ϕ , або  ∫ ∫≥
b
a
b
a
dx)x(fdx)x(ϕ ; 
- якщо m і M - найменше і найбільше значення функції f(x) на 
відрізку [a;b] і а <  b, то 
Вища математика 
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 
 
 
128 
)ab(Mdx)x(f)ab(m
b
a
−≤∫≤− . 
Доведення. За умовою т ≤ f(x) ≤ Μ. Інтегруємо цю нерівність: 
∫≤∫≤∫
b
a
b
a
b
a
Mdxdx)x(fmdx , але 
∫ −=∫ −=
b
a
b
a
)ab(MMdx   ,)ab(mmdx . 
Після підстановки цих рівностей у попередню нерівність маємо 
шукане; 
- якщо функція f(x) неперервна на відрізку [а,b], то на цьому 
відрізку знайдеться така точка ξ , що буде правильною рівність 
)(f)ab(dx)x(f
b
a
ξ−=∫ . 
Цю властивість визначеного інтегралу іноді подають як теорему 
про його середнє значення. 
Доведення. Нехай а < b. Якщо т і Μ найбільше і найменше 
значення функції f(x) на відрізку [а,b], то на підставі властивості 4, 
маємо:    
Mdx)x(f)ab/(1m
b
a
≤−≤ ∫ . 
Звідси вираз, який розташовано всередині нерівності, буде 
дорівнювати µ . Тобто, m ≤ µ ≤ M. Отже, при деякому значенні 
( a,b )ξ ∈ , будемо мати )(f ξµ = , або 
)ab)((fdx)x(f
b
a
−=∫ ξ ; 
- для будь-яких трьох чисел а,b і с справедлива рівність 
∫∫∫ +=
b
c
c
a
b
a
dx)x(fdx)x(fdx)x(f , 
якщо тільки усі ці інтеграли існують. 
Доведення спирається на властивість інтегральної суми, яку 
можна розділити на окремі частини. 
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ЛЕКЦІЯ № 25 
Обчислення визначеного інтеграла. Формула Ньютона-Лей-
бніца. Нехай у визначеному інтегралі ∫
b
a
dx)x(f  нижня границя а стала, 
а верхня границя b буде змінюватись. Тоді буде змінюватися і 
значення інтеграла, тобто інтеграл є функція верхньої границі: 
∫=
x
a
dt)t(f)x(Ф .      
Якщо f(t) ≥ 0, то Ф(х) чисельно дорівнює площі криволінійної 
трапеції аАВх (рис. 6.3). Очевидно, що ця площа змінюється у 
залежності від зміни х. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.3 
 
Теорема. Похідна від Ф(х) по х дорівнює f(x). 
Доведення. Дамо аргументу х приріст ∆х, тоді 
∫∫∫
++
+==+
xx
x
x
a
xx
a
dt)t(fdt)t(fdt)t(f)xx(Ф
∆∆
∆ . 
Приріст функції Ф(x) дорівнює: Ф Ф( x x ) Ф( x )∆ ∆= + − =  
x x x x x x
a a a x
f ( t )dt f ( t )dt f ( t )dt f ( t )dt
∆ ∆+ +
= + − =∫ ∫ ∫ ∫ . 
До останнього інтегралу застосуємо теорему про його середнє 
значення: x)(f)xxx)((fФ ∆ξ∆ξ∆ =−+= , де xxx ∆ξ +<< . 
Знайдемо відношення: )(fx/x)(fx/Ф ξ∆∆ξ∆∆ == . 
Отже, )(flimx/Фlim)x(Ф
0x0x
ξ∆∆
∆∆ →→
==′ . Але x→ξ  коли 0x →∆ , 
тому )x(f)(flim)(flim
х0x
==
→→
ξξ ξ∆ . За умовою теореми функція f(х) 
неперервна. Таким чином, )x(f)x(Ф =′ . 
y 
0 
A 
a x ξ x+∆x 
Ф(х) ∆Ф 
В 
f(ξ) y=f(x+∆x) y=f(x) 
x 
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Зауваження. З доведеної теореми прямує, що будь-яка 
неперервна функція має первісну. 
Теорема. Формула Ньютона-Лейбніца. Якщо F(x) є будь-яка 
первісна від неперервної функції f(x), то справедлива формула 
)a(F)b(Fdx)x(f
b
a
−=∫ .                                (6.3) 
Доведення. Нехай F(x) є деяка первісна від функції f(x). Вище 
доведено, що функція ∫
x
a
dt)t(f  є також первісною від f(x). Але дві 
первісні від однієї функції відрізняються на сталу величину С. Отже, 
C)x(Fdt)t(f
x
a
+=∫ .                                  (6.4) 
Ця рівність є тотожність при відповідному С. Визначимо С, 
поклавши у (6.4) х = а, тоді: C)a(Fdt)t(f
a
a
+=∫ , або C)a(F0 +=  
відкіля )a(FC −= . 
Отже, )a(F)x(Fdt)t(f
x
a
−=∫ .  Поклавши х = b, маємо формулу 
Ньютона-Лейбніца: )a(F)b(Fdt)t(f
b
a
−=∫ . 
Повернувшися до змінної х у останньому виразі, маємо (6.3). 
Якщо ввести позначення: 
b
a
)x(F)a(F)b(F =− , то формулу 
(6.3) можна переписати так: )a(F)b(F)x(Fdx)x(f b
a
b
a
−==∫ . Вираз 
b
a
 є знаком подвійної підстановки.  
Формула (6.3) дає практично зручний метод обчислення 
визначених інтегралів у тому разі, коли відома первісна 
підінтегральної функції.  
Заміна змінної у визначеному інтегралі. Теорема. Нехай дано 
визначений інтеграл ∫
b
a
dx)x(f , де функція f(x) неперервна на відрізку 
[a;b].  Введемо нову змінну t за формулою )t(x ϕ= . 
Якщо а) a)( =αϕ , b)( =βϕ ; б) )t(ϕ  i )t(ϕ ′  неперервні на 
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відрізку [α, β];  в) ))t((f ϕ  визначена і неперервна на [α, β], то 
dt)t())t((fdx)x(f
b
a
ϕϕ
β
α
′= ∫∫ .                           (6.4) 
Доведення. Якщо F(x) є первісна для функції f(x), то визначений 
інтеграл, який стоїть ліворуч у (6.4), дає: 
)a(F)b(F)x(Fdx)x(f b
a
b
a
−==∫ ,   (6.5) 
а визначний інтеграл, який стоїть праворуч у (6.4), дає 
)a(F)b(F))((F))((F))t((Fdt)t())t((f −=−==′∫ αϕβϕϕϕϕ βα
β
α
.  (6.6) 
З рівностей (6.5) і (6.6) прямує твердження (6.4) теореми. 
Зауваження. При обчисленні визначеного інтегралу за 
формулою (6.4) не треба повертатися до попередньої змінної.  
Приклад. Обчислити інтеграл ∫ −
r
0
22 dxxr . 
Розв'язання. Зробимо заміну змінної: x = rsint, dx = rcostdt. 
Обчислимо нові границі: х = 0, коли t = 0; х = r, коли t = pi/2.  
=−=−=− ∫∫∫
2/
0
22
2/
0
222
r
0
22 tdtcostsin1rtdtcosrtsinrrdxxr
pipi
 
.4/r)2/)t2(sint(2/rdt)t2cos1(2/rtdtcosr 22/0
2
2/
0
2
2/
0
22 pi
pi
pipi
=+=+== ∫∫  
Інтегрування частинами у визначеному інтегралі.  
Нехай у визначеному інтегралі (6.2) підінтегральний вираз 
f ( x )dx  можливо подати у вигляді udυ , де u = u(x) i υ  = υ (x) - 
диференційовані функції від х. Тоді 
( u ) u ' uυ υ υ′ ′= + . 
b b b
b
a
a a a
f ( x )dx ud u duυ υ υ= = −∫ ∫ ∫ .   (6.7) 
Приклад. Обчислити інтеграл 
e
1
lnxdx∫ . 
Розв'язання. Тут u lnx= ; υ = x.  
e e
e
1
1 1
lnxdx xlnx xdx / x elne 1ln1= − = − −∫ ∫ 11eexedx
e
1
e
1
=+−=−=∫ . 
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Геометричні застосування визначеного інтегралу. Обчислення 
площин: 
- якщо на відрізку [a,b] функція f(x) ≥ 0, то, як відомо з 
попереднього, площа криволінійної трапеції, обмеженої кривою           
у = f(х), віссю Ох і прямими х = а і х = b, дорівнює 
b
a
S f ( x )dx= ∫ ;    
- якщо f(x) ≤ 0 на [a,b], то визначений інтеграл ∫
b
a
dx)x(f  теж 
від'ємний. За абсолютною величиною він дорівнює площі відповідної 
криволінійної трапеції; 
- якщо f(x) скінчене число разів змінює знак на відрізку [a,b], то 
треба знайти суму абсолютних значень інтегралів або обчислити 
інтеграл 
b
a
S | f ( x ) | dx= ∫ ;      (6.8) 
Приклад. Обчислити площу S  фігури, обмеженої синусоїдою     
y = sinx і віссю Ох, коли pi2x0 ≤≤ . 
Розв'язання. Оскільки sinx ≥ 0, коли pi≤≤ x0 , і sinx ≤ 0, коли 
pipi 2x ≤≤  (рис. 6.4), тому  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.4 
 
2 2
0
0 0 0
S sin xdx sin xdx sin x dx 2 sin xdx 2( cos x )
pi pi pi pi
pi
pi
= + = = = − =∫ ∫ ∫ ∫  
4)11(2)0cos(cos2 =−−−=−−= pi  од.кв. 
Площу області, обмеженої кривими: )x(fy 1=  і  )x(fy 2=  та 
прямими ax =  і bx = ; та за умови ≥= )x(fy 1 )x(fy 2= , коли 
bxa ≤≤ , обчислюємо за формулою: 
pi
2
3
-1
0 
+1
х 
у 
π 2π π/2
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b b b
1 2 1 2
a a a
S f ( x )dx f ( x )dx ( f ( x ) f ( x ))dx= − = −∫ ∫ ∫ . (6.9) 
Інколи треба знаходити точки перетину кривих. Для цього 
розв'язуємо систему, яку складаємо з рівнянь кривих. 
Приклад. Обчислити площу фігури, обмеженої кривими xy =  
і 2xy =  (рис. 6.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.5 
 
Розв'язання. Знаходимо точки перетину кривих: 




=
=
.xy
,xy
2
   Звідси: 2xx = ; 4xx = ; 04 =− xx ; 013 =− )x(x .  
Отже, 01 =x  і 12 =x . 
Підставимо визначені величини у (6.9), маємо: 
11 3 12 32
0
0 0
S ( x x )dx 2 / 3x 1 3 x 2 3 1 3 1 3= − = − = − =∫  од2. 
 
Площа криволінійної трапеції у випадках, коли крива має 
рівняння у параметричній формі: )t(x ϕ= , )t(y ψ= , де βα ≤≤ t  і 
a)( =αϕ ,  b)( =βϕ . Ці рівняння визначають деяку функцію у = f(x) 
на відрізку [а, b] і, отже, площа криволінійної трапеції може бути 
обчислена за формулою (6.9). Зробимо заміну змінної у цьому 
інтегралі: )t(x ϕ= , dt)t(dx ϕ ′= . Тоді )t())t((f)x(fy ψϕ === . 
Отже, S ( t ) ( t )dt
β
α
ψ ϕ ′= ∫                  (6.10) 
Приклад. Обчислити площу області, обмеженої віссю Ох і одною 
аркою циклоїди )tsint(ax −= , )tcos(ay −= 1 .  
y 
1 
y=x2 
D 
1 x 0 
 у х=  
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Розв'язання. Тут ],[t pi20∈ . За формулою (6.10) маємо 
2 2
2 2
0 0
S a(1 cos t )a(1 cos t )dt a (1 cos t ) dt
pi pi
= − − = − =∫ ∫  
+−=+−= ∫ ∫∫
pipi
pi pipi 2
0
2
0
2
2
0
2
0
2
2
0
2 tsin2t(a)dt tcostdtcos2dt(a  
22
0
2
0
2
2
0
32412122121 a)tsint(adt)tcos( pipi pipi
pi
=++=++ ∫ од
2
. 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 26 
Площа криволінійного сектора у полярних координатах. Нехай у 
полярній системі координат маємо криву, яка визначена рівнянням 
)(f θρ = , де )(f θ  - неперервна функція, коли βθα ≤≤ . Визначимо 
площу сектора ОАВ. обмеженого кривою )(f θ  і радіус-векторами 
αθ =0  і βθ =n . 
Розіб'ємо сектор ОАВ радіус-векторами 0θα = , 1θθ = ,…, 
1−= nθθ , βθ =n  на n-частин. Позначимо через 1θ∆ , 2θ∆ , …, nθ∆  
кути між проведеними радіус-векторами (рис. 6.6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.7 
 
iθ∆  
iρ
1i−θ iθ iθ
Р 
В 
А 
α 
β 
0 1 
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Позначимо через iρ  довжину радіус-вектора, який відповідає 
куту iθ , де iii θθθ <<−1 .  
Розглянемо  сектор кола з радіусом iρ  і центральним кутом 
iθ∆ . Його площа буде дорівнювати 2i i iS 1 2∆ ρ ∆θ= ⋅ . 
Сума 
n n
2 2
n i i i i
i 1 i 1
S 1 2 1 2 ( f ( ))ρ ∆θ θ ∆θ
= =
= ⋅ = ⋅∑ ∑  дає площу 
"ступінчатого" сектора. 
Ця сума є інтегральною сумою для функції 22 ))(f( θρ =  на  
відрізку ],[ βα . Її  границя, коли 0→imax θ∆  і ∞→n , є визначений 
інтеграл, який дає площу сектора ОАВ. Отже, 
 
2S 1 / 2 d
β
α
ρ θ= ∫  або  2S 1 / 2 ( f ( )) d
β
α
θ θ= ∫ .  (6.11) 
Приклад. Обчислити площу фігури, обмеженої лемніскатою 
θρ 2cosa= . 
Розв'язання.  Зробимо рисунок фігури (рис.6.8). Радіус-вектор 
описує область з площею, яка дорівнює чверті шуканої площі, якщо 
кут θ  змінюється від 0 до 4pi : 
4 4
42 2 2 2
0
0 0
S 4 1 / 2 d 1 / 2a cos 2 d a 2(sin 2 ) / 2 a 4
pi pi
piρ θ θ θ θ= = = =∫ ∫ . 
Отже, 2S a= од.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.8 
 
Довжина дуги кривої. Довжина дуги гладкої кривої )x(fy =  у 
0 
у 
х а 
θ=π/4 
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прямокутній системі координат. Вважаємо, що функція та її перша похідна 
неперервні на відрізку [ ]а,b . 
Дуга BA
(
 розташована між  лініями ax =  і bx = (рис. 6.9). 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.9 
 
Візьмемо на дузі АВ точки B,...,M,M,A 21  з абсцисами 
bx,...,x,...,x,x,xa ni == 210  і проведемо відрізки 1AM , 
1M BM,...,M n 12 − , довжини яких позначимо відповідно через 1l∆ , 
2l∆ ,…, nl∆ . Тоді маємо ламану 1AM , BM,...,M n 12 − , уписану у дугу 
BA
(
. Довжина ламаної дорівнює ∑
=
=
n
1i
in lL ∆ . 
Довжиною L  дуги BA
(
 називають ту границю, до якої прямує 
довжина уписаної ламаної, коли довжина її найбільшого відрізка 
прямує до нуля, а число n цих відрізків прямує до нескінченності: 
i
n
n i
n max l 0,n i 1
L lim L lim l
∆
∆
→∞ → →∞
=
= = ∑ .    
Позначимо )x(f)x(fy iii 1−−=∆ . Тоді 
i
2
ii
2
i
2
ii x)x/y(1)y()x(l ∆∆∆∆∆∆ +=+= . 
За теоремою Лагранжа маємо 
)(f)xx/())x(f)x(f(x/y iiiiiii ξ∆∆ ′=−−= −− 11 , де iii xx <<− ξ1 . 
Отже, i
2
ii x))(f(1l ∆ξ∆ ′+= . 
Таким чином, довжина уписаної ламаної дорівнює 
∑
=
′+=
n
1i
i
2
in x))(f(1L ∆ξ . 
  0   a=x0  x1 x2...xi-1  xi ...b=xn              x 
A
 
Мi-1 y=f(x)
 
∆xi М1 
М2 
Мi B y ∆yi 
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За умовою, )x(f ′ неперервна, отже, функція 21 ))x(f( ′+  теж 
неперервна. Тому існує границя написаної вище інтегральної суми, яка 
дорівнює визначеному інтегралу: 
dx))x(f(1x))(f(1limL
b
a
2n
1i
i
2
i
n,0xmax i
∫∑ ′+=′+=
=
∞→→
∆ξ
∆
. 
Маємо формулу для обчислення довжини дуги: 
b
2
a
L 1 ( f ( x )) dx′= +∫   або  
b
2
a
L 1 ( dy / dx ) dx= +∫ .                (6.12) 
Приклад. Визначити довжину кола 222 ryx =+ . 
Розв'язання. Обчислимо четверту частину кола, яка розташована  
у першому квадранті. Рівняння кола тут має вигляд  22 xry −= , 
відкіля  2122 /)xr/(xdx/dy −−= . 
Отже, 
r r
2 2 2 1 2 2 2 1 2
0 0
(1 / 4 )L (1 x /( r x )) dx r /( r x ) dx= + − = − =∫ ∫  
r
0r arcsin( x r ) r arcsin1 r 2 .pi= = =  
Довжина всього кола L 2 rpi= ⋅ . 
Довжина дуги кривої, яка має рівняння у параметричній формі: 
)t(x ϕ= ; y ( t );    tψ α β= ≤ ≤ . Вважаємо, що ці функції та їх похідні 
неперервні у області визначення, причому 0≠′ )t(ϕ . У цьому разі 
подані рівняння визначають деяку неперервну функцію у = f(x), яка 
має неперервну похідну )t(/)t(dx/dy ϕψ ′′= . Нехай )(a αϕ= , 
)(b βϕ= . Тоді, зробивши у інтегралі (6.12) підстановку )t(x ϕ= , 
dt)t(dx ϕ ′= , маємо:  
dt))t(())t((L 22∫ ′+′=
β
α
ψϕ .   (6.13)  
Приклад. Обчислити довжину астроїди: tcosax 3= , tsinay 3= . 
Розв'язання. Зробимо рисунок лінії (рис. 6.10 а). Обчислюємо 1/4 
довжини, тому що крива симетрична відносно обох вісей координат. 
Знаходимо tsintcosa3dt/dx 2−= , tcostsina3dt/dy 2= . 
Параметр t буде змінюватись від 0 до pi2 . Отже, 
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∫ =⋅⋅+⋅=
2
0
21242242 dt)tcostsina9tsintcosa9(L)41(
pi
 
∫ ===∫=
2
0
2
0
2
2
0
2122 2a3tsin  a23dttsintcosa3dt)tsint(cosa3
pi
pi
pi
 
Довжина астроїди a6a)23(4L == . 
Довжина дуги кривої у полярній системі координат. У полярних 
координатах маємо рівняння кривої )(f θρ = , де ρ  - полярний 
радіус, θ - полярний кут. Запишемо формули переходу від полярної до 
прямокутної системи координат: θρ cosx = , θρ siny = . Якщо 
замість ρ  підставимо його вираз через θ , маємо рівняння 
θθ cos)(fx = , θθ sin)(fy = . Ці рівняння можна розглядати як 
параметричні і для обчислення довжини дуги застосувати формули 
(6.13). Для цього знайдемо похідні від x  і у за параметром θ : 
θθθθθ sin)(fcos)(fd/dx −′= , θθθθθ cos)(fsin)(fd/dy +′= . 
Тоді 222222 )()](f[)](f[)d/dy()d/dx( ρρθθθθ +′=+′=+ . 
θρρ
θ
θ
d)(L
2
1
22
∫ +′= .                                     (6.14) 
Приклад. Знайти довжину кардіоїди )cos1(a θρ += . 
Розв'язання. Зробимо рисунок лінії (рис. 6.10 б). Лінія 
симетрична відносно вісі Ох. Змінюючи полярний кут θ  від 0 до pi , 
маємо половину шуканої довжини. Тут θρ sina−=′ . Отже, 
  
 
 
 
 
 
 
 
  
а б 
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=+=++= ∫∫ θθθθθ
pipi
d)cos22(a2d)sina)cos1(a(2L
0
2/1
0
2/12222
 
a8)2/sin(a8d)2/cos(a4 0
0
=== ∫
pi
pi
θθθ . 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 27 
Обчислення об'єму тіла за площами паралельних перерізів.  
Нехай маємо деяке тіло T. Припустимо, що відома площа будь-
якого перерізу цього тіла площиною, яка перпендикулярна до вісі Ох 
(рис. 6.11). Ця площа залежить від положення січної площини, тобто є 
функцією від х: S  = S (x). 
Припустимо, що S (x) є неперервна функція від х, і визначимо 
об'єм тіла T. Проведемо площини ,axx 0 ==  ,xx 1=  
  bxx ..., ,xx n2 === . Ці площини розіб'ють тіло на шари. У кожному 
проміжку i1i xxx ≤≤−  візьмемо довільну точку iξ  і для кожного 
значення і = 1, 2, ... , n побудуємо циліндричне тіло, твірна якого 
паралельна осі Ох, а напрямна є контуром перерізу тіла Τ площиною    
x = iξ . Об'єм такого елементарного циліндру з площею основи S ( iξ ), 
де ii1i xx ≤≤− ξ , і висотою ix∆  дорівнює S ( iξ ) ix∆ . Об'єм усіх 
циліндрів буде 
n
n i i
i 1
V S( ) xξ ∆
=
= ∑ . 
 
іх∆
nb x=0x a=
( )iS ξ
-i 1 ix ξ
ixі
х n 1x −
 
 
 
Рис. 6.11 
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Границя цієї суми (якщо вона існує), коли 0xmax i →∆  і 
∞→n називається об'ємом даного тіла: 
i
n
i i
n max x 0 i 1
V lim S( ) x
∆
ξ ∆
→∞ →
=
= ∑ . 
Об'єм V уявляє собою, очевидно, інтегральну суму для 
неперервної функції S (x) на відрізку bxa ≤≤ , тому записана вище 
границя існує і дорівнює визначеному інтегралу: 
b
a
V S( x )dx= ∫ .                                         (6.15) 
Приклад. Обчислити об'єм фігури, якщо S (x) = х2, де bxa ≤≤ . 
Розв'язання. Скористаємось формулою (6.15), дістанемо  
3/)ab(x3/1dxxV 33
b
a
3b
a
2
−==∫=  од
3
. 
Об’єм тіла обертання. Якщо тіло утворено обертанням кривої 
f(x) навколо вісі Ох. Площа кола 2 2S y ( f ( x ))pi pi= = . Підставимо цей 
вираз у (15), маємо: 
∫=∫=
b
a
2b
a
2 dx)x(fdxyV pipi .                               (6.16) 
Приклад. Знайти об'єм тіла, утвореного обертанням лінії 
)a2/(xaey =  навколо вісі Ох, де ]a;0[x∈ . 
Розв'язання. Скористаємось формулою (6.16), маємо  
)1e(aeadxeadx)ae(V 3a
0
a/x3
a
0
a/x2
a
0
2a2/x
−==== ∫∫ pipipipi  од
3
. 
Обчислення площі поверхні тіла обертання.  
Нехай крива, яка задана на відрізку [ ]а,b  неперервною 
функцією 0)x(fу ≥= , обертається навколо вісі Ох. Перетнемо 
поверхню обертання двома площинами, які проходять через точки х та 
х + dх, паралельно Оуz. Замінимо утворену між перерізами фігуру 
зрізаним конусом, твірна якого дорівнює dx)y(1dl 2′+= , а радіуси 
основ дорівнюють f(х) та )dxx(f + . Якщо висота конуса dх досить 
мала, то площа dS бічної поверхні цієї фігури дорівнює площі бічної 
поверхні зрізаного конуса, тобто маємо диференціал площі: 
2dS 2 f ( x ) 1 ( y ) dxpi ′= +  
Інтегруючи, знайдемо всю площу поверхні обертання: 
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b
2
a
S 2 f ( x ) 1 ( f ( x )) dxpi ′= +∫ .  (6.17) 
Приклад. Обчислити площу поверхні частини параболоїда, 
утвореного обертанням навколо вісі Ох параболи x2у 2 = , 4x0 ≤≤ . 
Розв’язання. Маємо x2y = , 
x2
1y =′ ; 
x2
x21)y(1 2 +=′+ . 
За формулою (6.17) знаходимо 
4
0
1 2xS 2 2x dx
2x
pi
+
= =∫  
4
0
2 1 2xdxpi= + =∫
3
42
0
2 52(1 2x )
3 3
pp + =  од.кв. 
Фізичні застосування визначеного інтеграла.  
Обчислення роботи. 
Нехай під дією сили F = F (х) матеріальна точка рухається 
вздовж  прямої лінії.  Якщо напрям руху збігається з напрямом сили, 
то робота А, виконана цією силою при переміщенні точки на відрізок 
[а; b], обчислюється за формулою 
dx)x(F
b
a
∫=Α .   (6.18) 
Приклад. Обчислити роботу, яку треба виконати, щоб тіло маси 
т підняти з поверхні Землі вертикально вгору на висоту h, якщо радіус 
Землі дорівнює R. 
Розв’язання. Згідно з законом Ньютона, сила F притягання тіла 
Землею дорівнює 
2x
mMF γ= , 
де М - маса Землі; γ - гравітаційна стала; х - відстань від центра тіла до 
центра Землі. Покладемо сталу γтМ = k, тоді F (х) = kх–2, де R ≤  х ≤  R + 
h. При х = R сила F (R) дорівнює вазі тіла  Р = тg, тобто P
R
k
2
= ,  
звідки k = РR2, 22 xPR)x(F −= . За формулою (6.18) маємо 
hR
PRh
xРRdxxPRA
hR
R
12hR
R
22
+
=−=∫=
+
−
+
−
. 
Обчислення  тиску рідини  на вертикальну пластину. Тиск Р 
рідини на занурену горизонтальну пластину, визначається за законом 
Паскаля: 
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ShgP γ= ,     (6.19) 
де S – площа пластини, h - глибина занурення, γ - густина рідини і g - 
прискорення вільного падіння. 
Якщо в рідину пластину занурити не горизонтально , то її різні 
точки лежатимуть на різних глибинах і формулою (6.19)  
користуватись не можна. Проте, якщо пластина дуже мала, то всі її 
точки лежать на майже одній глибині занурення. Це дає змогу знайти 
диференціал тиску на елементарну площу пластини, а потім тиск на 
всю поверхню. 
Приклад. Знайти тиск рідини на вертикально занурений в рідину 
півкруг, діаметр якого дорівнює 2R і знаходиться на поверхні рідини. 
Розв’язання. Нехай елементарна площа знаходиться на глибині х 
(рис. 6.12).  
 
Рис. 6.12 
 
Вважаючи її прямокутником з основою 2у і висотою dх, 
знайдемо за законом Паскаля диференціал тиску: 
2 2dP gx2ydx 2 gx R x dxγ γ= = − . Отже, 
γγγ gR
3
2)xR(g
3
2dxxRxg2P 3R0
2
3
22R
0
22
=−−=∫ −= . 
 
 
ЛЕКЦІЯ № 28 
Невласні інтеграли. Визначений інтеграл було введено на 
скінченому проміжку від неперервної обмеженої функції. 
Якщо хоча б одна з цих умов порушується, то наведене вище 
означення визначеного інтегралу стає неприйнятним. Наприклад, коли 
нескінченний проміжок інтегрування або n  частинних відрізків 
скінченої довжини інтегральна функція необмежена. 
Узагальнюючи поняття визначеного інтегралу на ці випадки, 
приходимо до невласного інтегралу – інтегралу від функції на 
необмеженому проміжку або від необмеженої інтегральної функції. 
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Невласні інтеграли першого роду. Нехай функція f (х) визначена 
на проміжку [а; +∞) і інтегрована на будь-якому відрізку [а; b],  
де     – ∞  < а < b < + ∞ .    Тоді,      якщо     існує     скінчена     границя  
dx)x(flim
b
ab
∫
+∞→
,                (6.20) 
її називають невласним інтегралом першого роду і позначають так: 
dx)x(f
a
∫
+∞
.     (6.21) 
Таким чином, за означенням =∫
+∞
dx)x(f
a
dx)x(flim
b
ab
∫
+∞→
.   
У цьому випадку інтеграл (6.21) називають збіжним, а 
підінтегральну функцію f (х) - інтегрованою на проміжку );а[ +∞ . 
Якщо ж границя (6.20) не існує або нескінченна, то інтеграл 
(6.21) називається також невласним, але розбіжним, а функція f (х) - не 
інтегрованою на );а[ +∞ . 
Аналогічно визначається невласний інтеграл на проміжку 
]b;( −∞ :  =∫
∞−
dx)x(f
b
dx)x(flim
b
aa
∫
−∞→
.     
Невласний інтеграл з двома нескінченними межами визначається 
рівністю: =∫
+∞
∞−
dx)x(f +∫
∞−
dx)x(f
c
dx)x(f
c
∫
+∞
,                (6.22) 
де с - довільне дійсне число. Отже, інтеграл ліворуч у формулі (6.22) 
існує або є збіжним лише тоді, коли є збіжними обидва інтеграли 
праворуч.  
З наведеного прямує, що невласний інтеграл не є границею 
інтегральних сум, а є границею визначеного інтегралу із змінною 
межею інтегрування. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.13 
у 
0 а b х 
у = f(х) 
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Зауваження. Якщо функція f(х) неперервна і додатна на 
проміжку [а; +∞) і інтеграл (6.21) збігається, то природно вважати, що 
він відбиває площу необмеженої  області (рис. 6.13). 
Приклад. Обчислити невласний інтеграл ∫
+
+∞
1 2x1
dx
 або 
встановити його розбіжність.  
Розв’язання. За формулою (6.20) маємо  
∫ ==
+
=∫
+ +∞→+∞→
+∞ b
1
b
1
b2b1 2
xarctglim
x1
dxlim
x1
dx
 
b
lim ( arctgb arctg1)
2 4 4
pi pi pi
→+∞
= − = − = . 
Отже, інтеграл збігається і дорівнює / 4pi .  
Якщо достатньо знати, збіжний чи ні невласний інтеграл, 
застосовують наступні ознаки збіжності: 
Ознака 1. Якщо на проміжку );а[ +∞  функції f (х) і g (х) 
неперервні і задовольняють умові ≤0  f (х) ≤ g (х), то із збіжності 
інтегралу    dx)x(g
a
∫
+∞
                (6.23) 
випливає збіжність інтегралу  dx)x(f
a
∫
+∞
,                (6.24) 
а із розбіжності інтегралу (6.24) випливає розбіжність інтегралу (6.23). 
Наведена ознака має простий геометричний зміст. Якщо площа 
більшої за розмірами необмеженої області є скінчене число, то площа 
меншої області є також скінчене число; якщо площа меншої області 
нескінченно велика величина, то площа більшої області є також 
нескінченно велика величина. 
Приклад. Дослідити на збіжність інтеграли: 
∫
+
+∞
1 6 5x
xdx
; dx
x
xlnxsin2
2
∫
+++∞
. 
Розв’язання. Оскільки для усіх х∈ );1[ +∞    
26 x
1
5x
x0 <
+
< , а 
∫
+∞
1 2x
dx
 збігається (перевірте самостійно), то за ознакою 1 даний 
інтеграл також збігається. 
Другий інтеграл розбігається, бо для усіх х∈ );2[ +∞ , маємо: 
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0
x
1
x
xlnxsin2
>>
++
,  а ∫
+∞
2 x
dx
 є розбіжним (перевірте 
самостійно). 
Ознака 2. Якщо існує границя 
k)x(g
)x(flim
x
=
∞→
, +∞<< k0 , ( )0)x(g,0)x(f >> ,  
то обидва інтеграли (6.23) і (6.24) або одночасно збігаються, або 
одночасно розбігаються. 
Ця ознака іноді виявляється зручнішою, ніж ознака 1, бо не 
потребує перевірки нерівності )x(g)x(f0 ≤≤ . 
Приклад. Дослідити на збіжність 2 2
1
ln(( x 2 ) /( x 1))dx
+∞
+ +∫ . 
Розв’язання. Оскільки ∫
+∞
1 2x
dx
 є збіжним і  
( )22 2 2
2 2 2x x x
ln 1 1 /( x 1)ln(( x 2 ) /( x 1)) 1 /( x 1)lim lim lim 1
1 / x 1 / x 1 / x→+∞ →+∞ →+∞
+ ++ + +
= = = , 
то даний інтеграл також збігається. 
В ознаках 1 і 2 розглядались невласні інтеграли від невід'ємних 
функцій. У випадку, коли підінтегральна функція є знакозмінною, 
справедлива така ознака. 
Ознака 3. Якщо інтеграл ∫
+∞
a
dx)x(f                 (6.25)  
збігається, то збігається і інтеграл ∫
+∞
a
dx)x(f . 
Приклад. Дослідити на збіжність dx
x
xsin31
2 3
∫
++∞
. 
Розв’язання. Тут підінтегральна функція знакозмінна. Оскільки 
33
x
4
x
xsin31 ≤+ , а 3
1
4 dx
x
∞
∫  є збіжним і дорівнює 2 (перевірте 
самостійно), то даний інтеграл теж збігається. 
Слід зауважити, що із збіжності інтеграла (6.24) не випливає, 
взагалі кажучи, збіжність інтеграла (6.25). Ця обставина виправдовує 
такі означення. 
Якщо разом з інтегралом (6.24) збігається й інтеграл (6.25), то 
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інтеграл (6.24) називають абсолютно збіжним, а функцію f(х) – 
абсолютно  інтегровною на проміжку [а; +∞). 
Якщо інтеграл (6.24) збігається, а інтеграл (6.25) розбігається, то 
інтеграл (6.24) називають умовно (або неабсолютно) збіжним. 
Тепер ознаку 3 можна перефразувати так: абсолютно збіжний 
інтеграл збігається. 
Отже, для знакозмінної функції викладені тут міркування дають 
змогу встановити лише абсолютну збіжність інтеграла. Якщо ж 
невласний інтеграл збігається умовно, то застосовують більш глибокі 
ознаки збіжності. 
Приклад. Дослідити на збіжність ∫
+
+∞
0 22
dx
xb
axsin
  )0b;a( ≠ . 
Розв’язання.  
b2b
x
arctglim
b
1
xb
dx a
0
a0 22
pi
=∫ =
+ +∞→
+∞
,    а    
2222
xb
1
xb
axsin0
+
≤
+
≤ , 
то за ознакою 3 інтеграл ∫
+
+∞
0 22
dx
xb
axsin
 збігається . 
Отже, збігається, причому абсолютно, і даний інтеграл, а 
функція  2 2f ( x ) sin ax /( b x )= +  на проміжку );0[ ∞  є абсолютно 
інтегровною. 
Невласні інтеграли другого роду. Нехай функція f (х) визначена на 
проміжку [а; b). Точку х = b назвемо особливою  точкою, якщо f (х) 
→∞  при х → b – 0 (рис. 6.14). 
 
 
 
Рис. 6.14 
 
Нехай функція f (х) інтегровна на відрізку [а; b – ε] при 
довільному ε > 0 такому, що b – ε > а; тоді, якщо існує скінчена 
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границя   ∫
−
→
ε
ε
b
a0
dx)x(flim ,                 (6.26) 
її називають невласним інтегралом другого роду і позначають так: 
=∫
b
a
dx)x(f ∫
−
→
ε
ε
b
a0
dx)x(flim .                 (6.27) 
У цьому випадку кажуть, що інтеграл (6.27) існує або збігається. 
Якщо ж границя (6.26) нескінченна або не існує, то інтеграл (6.27) 
також називають невласним інтегралом, але розбіжним. 
Аналогічно якщо х = а - особлива точка, то невласний інтеграл 
визначається так: 
b
a
f ( x )dx =∫ ∫
+→
b
a0
dx)x(flim
εε
.  (6.28) 
Якщо f (х) необмежена в околі якої-небудь внутрішньої точки 
)b;а(с∈ , то за умови існування обох невласних інтегралів ∫
с
a
dx)x(f  і 
∫
b
с
dx)x(f  за означенням покладають: 
=∫
b
a
dx)x(f +∫
с
a
dx)x(f ∫
b
с
dx)x(f .   (6.29) 
Нарешті, якщо а та b - особливі точки, то за умови існування 
обох невласних інтегралів ∫
d
a
dx)x(f і ∫
b
d
dx)x(f  за означенням 
покладають    =∫
b
a
dx)x(f +∫
d
a
dx)x(f ∫
b
d
dx)x(f ,              (6.30) 
де d - довільна точка інтервалу (а; b). 
Приклад. Обчислити невласний інтеграл 
2
2
0
dx / 4 x−∫ . 
Розв’язання.  
2 2
2 2
00 0
dx / 4 x lim dx / 4 x
ε
ε
−
→
− = − =∫ ∫  
2
0
0 0
limarcsin( х / 2 ) limarcsin(( 2 ) / 2 )
2
ε
ε ε
pi
ε
−
→ →
= = − = . 
Отже,  інтеграл збіжний.  
Зауваження. Ознаки збіжності для невласних інтегралів другого 
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роду аналогічні розглянутим вище. 
Приклад. Дослідити на збіжність інтеграл 
1
4
0
dx /( x 5x )+∫ . 
Розв’язання. Даний інтеграл збігається, бо для усіх ]1;0(x ∈  
маємо 40 1 /( x 5x ) 1 / x< + < , а інтеграл 
1
0
dx / x∫  є збіжним 
(перевірте самостійно). 
Приклад.  Дослідити на збіжність інтеграл 
1
0
dx / sin x∫ . 
Розв’язання. Функції: f ( x ) 1 / sin x=  та g( x ) 1 / х= мають  
особливість у точці х = 0. Оскільки 
x 0 x 0
lim f ( x ) / g( x ) lim х / sin x 1
→ →
= = , і 
інтеграл 
1
0
dx / x∫  розбігається, то даний інтеграл також розбігається. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Вища математика 
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 
 
 
149 
 
СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ 
 
1. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Физматгиз, 1959. -432 с. 
2. Привалов И.И. Аналитическая геометрия. - М.: Физматгиз, 1961. - 
300 с. 
3. Натансон И.П. Краткий курс высшей математики. - М.: 
Физматгиз, 1963. - 748 с. 
4. Цубербиллер О.М. Задачи и упражнения по аналитической 
геометрии. - М.: Физматгиз, 1966. - 336 с.  
5. Бермант А.Ф., Араманович И.Г. Краткий курс математического 
анализа. Для ВТУЗОВ - М.: "Наука", 1973. - 720 с.  
6. Російсько-український словник. – Київ: "Радянська школа", 1979. 
- 1012 с. 
7. Берман Γ.Η. Сборник задач по курсу математического анализа. - 
М.: "Наука", 1985. - 384 с.  
8. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисления. 
Т.1, ч.2: Учебное пособие для втузов. - М.: Наука, 1985. – С. 430, 
560.  
9. Ципкін О.Г. Довідник з математики для середніх навчальних 
закладів. - Київ: "Вища школа", 1988. - 414 с.  
10. Вища математика. Основні розділи. Книга 1. За ред. проф. 
Г.Л.Кулініча. – К.: Либідь, 1995. – 372 с. 
11. Вища математика. Спеціальні розділи. Книга 2. За ред. проф. 
Г.Л.Кулініча. – К.: Либідь, 1996. – 336 с. 
12. Станішевський С.О. Посібник для розв’язання задач з вищої 
математики. – Харків: ХНАМГ, 2003. – 125 с. 
13. Станішевський С.О. Вища математика. – Харків: ХНАМГ, 2005. – 
270 с. 
14. Дубовик В.П., Юрик І.І. Вища математика. – Київ: „Видавництво 
А.С.К.”, 2003. – 648 с. 
15. Короткий російсько-український математичний словник. 
Печеніжський Ю.Є., Колосов А.І., Станішевський С.О. – Харків: 
ХНАМГ, 2008.  – 100 с. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Вища математика 
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 
 
 
150 
 
ЗМІСТ  
 
Передмова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3 
 
Тема 1. Аналітична геометрія на площині. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 
Лекція № 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4 
Лекція № 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  8 
Лекція № 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  13 
Лекція № 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  19 
Тема 2. Диференціальне числення функції однієї змінної. . . . . . . . 22 
Лекція № 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  22 
Лекція № 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  32 
Лекція № 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  38 
Лекція № 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  43 
Лекція № 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  47 
Лекція № 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  53 
Лекція № 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  58 
Лекція № 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  62 
Лекція № 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  67 
Тема 3. Елементи лінійної алгебри. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  71 
Лекція № 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  71 
Лекція № 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  74 
Лекція № 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  80 
Тема 4. Елементи векторної алгебри. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  85 
Лекція № 17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  85 
Лекція № 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  92 
Тема 5. Аналітична геометрія у просторі.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 
Лекція № 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  96 
Лекція № 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  103 
Тема 6. Інтегральне числення функції однієї змінної. . . . . . . . . . . .  109 
Лекція № 21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  109 
Лекція № 22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  114 
Лекція № 23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  119 
Лекція № 24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  123 
Лекція № 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  129 
Лекція № 26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  134 
Лекція № 27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  139 
Лекція № 28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  142 
 
Список літератури. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 
149 
Вища математика 
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 
 
 
151 
Навчальне видання 
 
ВИЩА МАТЕМАТИКА  
 
КОНСПЕКТ ЛЕКЦІЙ 
 
 
МОДУЛЬ 1  
 
Напрям підготовки 6.060101 
 
 
Автор: Степан Олександрович Станішевський 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Редактор:   М.З. Аляб'єв 
 
 
 
 
 
 
 
План 2009, поз. 67Л 
 
 
Підп. до друку 27.02.2009 р. 
Папір офісний 
Тираж  100  прим. 
Замовл. № 
Формат 60х84 1/16 
Умовн.-друк. арк. 9,0 
Друк на ризографі 
 
 
61002, ХНАМГ, Харків, вул. Революції, 12 
_____________________________________________________________ 
Сектор оперативної поліграфії ЦНІТ ХНАМГ 
61002, ХНАМГ, Харків, вул. Революції, 12 
